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Quimica Cuantica y Espectroscopia

Parte I: Quimica Cuantica

= TEMA 1: Fundamentos de la Mecénica Cuéntica.

= TEMA 2: Aplicaciéon de la Mecanica Cuantica a sistemas modelo.
= TEMA 3: Momento angular.

= TEMA 4: Atomos hidrogenoides.

= TEMA 5: Métodos aproximados.

= TEMA 6: Atomos polielectrénicos.

= TEMA 7: Introduccién al estudio de moléculas.

= TEMA 8: Simetria molecular.
Parte 1I: Espectroscopia

» TEMA 9: Caracteristicas generales de la Espectroscopia.

= TEMA 10: Espectros de rotacién de moléculas diatémicas.

= TEMA 11: Espectros de rotacién de moléculas poliatémicas.

= TEMA 12: Espectros de vibracién de moléculas diatéomicas.

= TEMA 13: Espectros de vibracién de moléculas poliatémicas.

= TEMA 14: Enlace y espectroscopia electronica de moléculas diatomicas.

= TEMA 15: Enlace y espectroscopia electrénica de moléculas poliatémicas.

;Para qué sirven la Quimica Cuantica y la Espectroscopia?

La Quimica Cuantica y la Espectroscopia permiten estudiar cuantitativamente la
estructura de la materia, que estd compuesta por atomos enlazados entre si.

= La Quimica Cuantica describe cuantitativamente la existencia y propieda-
des de los a&tomos, de sus enlaces para formar compuestos y de la reactividad
de éstos.


http://cv1.cpd.ua.es/ConsPlanesEstudio/cvFichaAsiEEES.asp?wCodEst=C053&wcodasi=26024&wLengua=C&scaca=2012-13
http://cv1.cpd.ua.es/ConsPlanesEstudio/cvFichaAsiEEES.asp?wCodEst=C053&wcodasi=26024&wLengua=C&scaca=2012-13

2 Quimica Cuantica y Espectroscopia
= La Espectroscopia permite caracterizar &tomos y moléculas estudiando la
interaccion entre ellos y la radiacién electromagnética.

= Ambas hacen uso de la Mecanica Cuantica para poder describir correcta-
mente los estados de atomos y moléculas, y por tanto de sus propiedades.

= No podemos emplear la Mecanica Clasica pues es incapaz de describir co-
rrectamente el movimiento de particulas con las caracteristicas que poseen
los electrones que forman parte de atomos y moléculas.

Referencias Cuantica: [1), 2], 3], 4]

Referencias Espectroscopia: [5, 6], [7]
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Capitulo 1

Fundamentos de la Mecanica
Cuantica

1.1. Introduccion

En quimica, todos relacionamos la Mecanica Cuantica con el estudio de los atomos
y las moléculas.

La teoria atomica tiene sus raices en la Grecia antigua, donde los filésofos Leucip-
pus y su discipulo Democritus, en el siglo V aC, describen la materia como formada
por pequenas particulas invisibles, que se diferencian en el tamano, se mueven rapida-
mente y son indivisibles (dtomo). Esta teoria fue repudiada por los fildsofos Platén y
Aristételes y por lo tanto ignorada a lo largo de la Edad Media, pero en el siglo I aC el
poema De Rerum Natura de Lucretius describe dicha teoria modificada por Epicurus
(IV aC.).

Pero fue Dalton, en 1803, quien siguiendo las escrupulosas medidas cuantitativas de
Lavoisier, que llevarfa a la Ley de las Proporciones Definidas de Louis Proust (enun-
ciada en Segovia, en 1799), llegarfa a la Teoria Atémica, en la que las moléculas estan
formadas por atomos. Dalton aun creia que los atomos eran indivisibles, hasta que en
1897 Thomson confirmé su divisibilidad, con el descubrimiento de lo que después se
llamaria electrén. Rutherford, en 1911, propuso una visén nueva del atomo, formado
por un nucleo cargado positivamente en el centro, con los electrones girando a su alre-
dedor. En 1932 James Chadwick descubrié un tercer tipo de particula sub-atémica a
la que llamé el neutron.

Respecto a las fuerzas que mantenian los dtomos y las moléculas, se formularon
modelos con la teoria clasica de Newton, pero no fue hasta 1926 en que Heisenberg
desarrolla una mecéanica de matrices que concuerda con la ecuacion de onda no re-
lativista propuesta por Shrodinger. Poco después, Dirac propondria una formulacién
relativista, que le haria decir en 1929:

Las leyes fisicas fundamentales necesarias para la teoria matemdtica de
toda la quimica, son, pues completamente conocidas; la unica dificultad es
que la aplicacion exacta de estas leyes da lugar a ecuaciones demasiado
complicadas para resolverlas.

Pero los prolegémenos de esta nueva teoria son muy conocidos y de un gran interés.
A continuacién se desarrolla un breve resumen:
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1.1.1. Resumen de los antecedentes de la Mecanica Cuantica.

La Quimica Cuantica una parte de la Quimica Fisica relativamente joven.

Justo a finales del siglo XIX se pens6 que en el mundo de la Fisica quedaban pocas
cosas por descubrir, y casi ninguna de indole general, ya que se contaba con las leyes
de Mecanica de Newton, Lagrange y Hamilton, y con las teorias de Maxwell, Coulomb,
Ampere, Gauss, Volta y Faraday para el electromagnetismo y la éptica. Sin embargo,
es en esta época cuando surgen unos hechos experimentales a los cuales no puede
darse una correcta interpretacion a partir de las teorias conocidas. Estos hechos son
los siguientes:

Radiacién del cuerpo negro (O. Lummer y E. Pringsheim (1877-1900).
Efecto fotoeléctrico. (Heinrich Hertz (1887), Lenard (1902)).

Efecto Compton. (Compton (1923)).

Calor especifico de los solidos.

Espectros atémicos. (J.J. Balmer (1885) (n=2), Paschen (1908) (n=3), Lyman
(1914) (n=1), Brackett (1922) (n=4) y Pfund (1924) (n=5)).

Y comienzan a surgir ideas y nuevas propuestas para explicar cada uno de estos
experimentos.

En 1900 Max Planck sugiere la idea de que la energia se absorbe por cuantos, no
continuamente (hv), encuentra una constante universal, h = 6.6262 - 1073 J.s.,
y logra dar una explicacion al problema de la radiacion del cuerpo negro.

En 1905 Albert Einstein, con la idea de que la radiacién también estaba cuanti-
zada, y tiene un cardcter corpuscular explica el efecto fotoeléctrico.

Hacia 1911 E. Rutherford expone, a partir de la experiencia, es decir sin mucha
base tedrica, su modelo atémico.

Y en 1913 Niels Bohr con todas estas ideas presenta su modelo atémico, que logra
explicar tedricamente los espectros del atomo de Hidrogeno. Obtiene la constante
de Rydberg, dando un valor concordante con el obtenido de los experimentos:

me*

R—
8=3ch3(1 + %)

(1.1)

Da el valor del radio de la érbita en que se encuentra el electron, dependiente de
un nimero n entero. P.e. el radio de la primera érbita del electron en el hidrogeno
es ag = 0.5292A = 5.292 - 10~ "m.

Este modelo de Bohr, por desgracia, solo llega a explicar los espectros del atomo
de hidrogeno, pero no los de dtomos mas complejos como He, ...

Ya en 1923 Louis de Broglie sugiere otra idea de gran importancia, el que los
electrones, y en general todas las particulas materiales poseen propiedades ondu-
latorias (A = %) C. Davisson & L.H. Germer, y J.J. Thomson & A. Reid reciben
el premio Nobel por el descubrimiento de la difraccién de electrones.
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Llegamos asi a 1926, ano en que Erwin Schrédinger y Werner Heisenberg for-
mulan por separado una nueva teoria, que darfa lugar a la denominada Quimica
Cuantica, que posteriormente fue racionalizada y completada por Paul A.M. Di-
rac, que formula la Mecdnica Cuédntica Relativista, de donde surge una nueva
propiedad denominada el espin.

Antes de pasar al desarrollo de esta nueva teoria, vamos a detenernos en recordar, y
a veces definir, ciertos elementos y conceptos matematicos precisos para su desarrollo.
Vamos a hablar sobre el tipo de funciones que emplearemos, algunas propiedades su-
yas, v de unos entes matematicos llamados operadores, y que emplearemos con cierta
asiduidad a lo largo del curso.

Ver los videos:

Dualidad onda corpusculo Podemos ver como la ciencia se construye entre todos,
como se recogen aportaciones de otros cientificos, se relacionan y se construyen
nuevas hipétesis.

Dualidad onda corpusculo 11

Experimento de la doble rendija Una buena explicacion de la dualidad onda-
particula, y de la importancia de la medida en la observacién de propiedades, o
del llamado colapso de la funcion de onda

Experimento de la doble rendija - Hitachi

También tenéis los apuntes en la siguiente pagina web: Apuntes de esta asignatura.


http://www.youtube.com/watch?v=vjA15wZxJgI
http://www.youtube.com/watch?v=sDM6QE-wemU
http://www.youtube.com/watch?v=elQYG5brROY
https://www.youtube.com/watch?v=ZJ-0PBRuthc
http://web.ua.es/cuantica/docencia/QCE/
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1.2. Repaso de algunos conceptos matematicos.

Como ya estais intuyendo, la Mecanica Cuéntica, tiene mucho de Fisica, que apli-
caremos a problemas de interés quimico, pero que hace uso de las matematicas. Vamos
a repasar algo...

1.2.1. Funciones de un espacio vectorial, y producto escalar
o interno.

Todos sabemos que « es una funcién de x,y,z (coordenadas cartesianas, o los ejes
de un espacio de tres dimensiones), si para cualquier valor de estas variables existe un
valor de alfa

a= f(x,y,2) (1.2)

El dominio de existencia de una funcién es el rango de valores de las variables
independientes, para los cuales esta definida dicha funcion, p.e.
Tq ST ST Ya <Y < Up Za <2< 2
Definiremos el producto interno de dos funciones (de las mismas variables y con
el mismo rango de existencia) a la integral, en todo el dominio de existencia para el que
estan definidas, del producto de la conjugada compleja de la primera por la segunda.
A este producto lo escribiremos como (f | g) v se puede escribir como:

(fl9) =/f*gd7 (1.3)

donde f* es el complejo conjugado de f.
Esta notacién, es conocida como notacién de Dirac, o de BRA (f | y de KET | f).
Daros cuenta de que este producto interno no tiene por que ser conmutativo

(f 1 g) = / fogdr = ( / fgtdry = (g | 1)’ (1.4)

Al producto interno de una funcién consigo misma es a lo que se denomina Norma
de dicha funcién: (f | f) = N.

Una funcion Normalizada tiene por norma la unidad: N =1

Légicamente, si la funcion f no esta normalizada y su producto interno es

(F1f)=N (1.5)

\/LN s{ lo estara.

L
VN

(La norma siempre es positiva y como constante de normalizacién se toma la raiz
positiva).
Se dice que dos funciones son Ortogonales si su producto interno es nulo (cero):

(flg =0

1 1 N
( f|ﬁf>=N(f!f>:N=1 (1.6)
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La siguiente definicion es la de conjunto completo de funciones: Es aquel conjunto
de funciones tal que cualquier funcién de las mismas variables y con el mismo dominio
de existencia, puede ser desarrollada como combinacién lineal de ellas:

g= Z Cifi {f:} (1.7)

Un conjunto de funciones es Ortonormal si se verifica, que para todo par de
funciones f; y f;, (fi | f;) = 6;; (delta de Kronecker).

1.2.2. Numeros y funciones complejas

Vemos que ha aparecido el término complejo conjugado, recordemos algo sobre los
complejos:
Numeros complejos:

Imag. l

z=-a+ib=re'™

| Real

Y

z* —a-ib=re™""

Representacién binomial: z=a+1ib a,b reales; i = /—1
Complejo conjugado: *=a—1ib (i+— —1)
Médulo al cuadrado: |z|? = 2% 2 = (a — ib)(a + ib) = a® + b* = r?
Representacién polar: z = r(cos(a) + isen(av)) = re™®
médulo: r = |z| = V2*z
argumento o fase: a = arctan(b/a)

Funciones complejas de variable real:

Representacion binomial: U(z) = Uge(z) + i¥m(z)  Yge(z),Wim(x) func. reales

Funcién compleja conjugada: U*(z) = Ugre(z) — i¥n(x) (i — —i)

Médulo al cuadrado: |V (2)]? = ¥(x)* - U(z) = Vi (2) + Vi (x)

Representacién polar: U(x) = |¥(z)|(cos(a(x)) + isen(a(z))) = |¥(z)|e ™
médulo: |U(z)| = /|V(z)|?

argumento o fase: a(z) = arctan(Vp, (z)/Wre(x))
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()] = A2

. . _ ikx * — —ikx
Ejemplo: U(z) = Ae™, A, k reales — U (z) = Ae™™ — { ar) = kx

1.2.3. Variables dinamicas, observables y operadores.

Una variable dinamica es cualquier magnitud fisica asociada a un sistema dinami-
co, por ejemplo, la energia, velocidad, posicion, momento lineal, momento dipolar,
momento angular, carga eléctrica.

Existen variables dindmicas escalares (E, q) y vectoriales (v,i).

Observables son aquellas variables dindmicas que se pueden observar.(Por ejemplo,
el tiempo no es un observable).

Los operadores son unos entes matematicos que resumen una o varias operaciones
que se van a realizar sobre cierta funcion a la que se aplican, y que, en general, estan
asociados a variables dinamicas. Por ejemplo, el operador posiciéon x podemos decir que
es la misma variable x multiplicada por la funcién sobre la que actiie. Otros operadores
nada intuitivos son las derivadas y segundas derivadas.

d 9, 0?

dz’ ox’ a2
Existen operadores escalares y vectoriales, reales e imaginarios o complejos.
Definamos ciertas operaciones con los operadores de forma que estos tengan una
estructura de algebra.
La suma algebraica de dos operadores es igual a la suma de la aplicacion de esos
operadores:
(A+B)f=Af+Bf=fat+fi=9 (1.8)

El producto de dos operadores se entiende como la aplicacién de un operador sobre
el resultado de aplicar el otro, siguiendo un orden preestablecido, que es de derecha a
izquierda:

A ~ ~

Pf=A-Bf=ABf)=Af,= (1.9)

El producto de dos operadores no tiene por que ser conmutativo (x y derivada de

v () = af
9 9 ,
Datn) = Tap=rras (1.10)

Definimos el conmutador de dos operadores A y B como la diferencia entre AB
y BA. Se escribe como [AB] = AB — BA. Cuando dos operadores conmutan, el con-
mutador valdréa cero, como es logico.

El operador nulo se define como aquel que aplicado sobre cualquier funcién da por
resultado cero.

Of =0 (1.11)
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El operador unidad es el que al aplicarlo sobre cualquier funcién nos la deja inva-
riable, es decir nos da la misma.

Uf=f If=f (1.12)

Operador inverso: Dado un operador 121, se dice que A1 es el inverso de A si
A A =U=1 (1.13)

Operadores lineales: Son aquellos que cumplen las dos siguientes relaciones :

P(f+g) = Pf+Pg
P(cf) = cPf (1.14)

tal que ¢ es una constante

P.e. la derivada es lineal, pero la raiz cuadrada, el cuadrado o el sen, no.

Continuando con la relacién entre operadores y funciones es importante la siguiente
definicién:

Funciones y valores propios: Sea el operador P tal que al aplicarlo sobre la
funcién f el resultado es la misma funcion multiplicada por un valor constante p,
entonces se dice que f es funcién propia de P y le corresponde el valor propio p.

Pf=npf (1.15)
Pe. f = sen(ax)
D= % — Df = acos(ax)
2
Q = % — Qf = —a2sen(ax) = —a’f (1.16)

Ya tenemos definido el producto directo de dos funciones, un operador actuando
sobre una funcién es otra funcion, y podremos tener su producto directo:

SIS = / P fdr (1.17)

Y podemos definir el operador adjunto: Si tenemos (f | Plfy=a,yel operador
Pttalque (f | Pt | f)y=[f*PTfdr=b=a"= (f]| P| f)*, se dice que Pt es el
operador adjunto de P y viceversa. Es igual que decir

(FIP|fy=(f|P|f)

Una propiedad de los operadores adjuntos es que:
(W] P*|g)=(Ph|g)=(g|P|h) (1.18)
Un operador P es unitario si
P-Ptf=pPt - Pf=1If

Operadores hermiticos: Son aquellos operadores iguales a su adjunto, también se
denominan autoadjuntos. Tienen la propiedad de que sus valores propios son reales.
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P=P"
) FIPL) = (flaf)=alf|]) (1.19)
A FIP I f)=(PFIf=6f I D=alflf)  (L20)
(fIP|fy=a={(f|P"|f)=a",= a=a"=> a es Real (1.21)

Para finalizar, veamos tres caracteristicas de los operadores hermiticos:

= Si tenemos dos funciones propias de un operador hermitico, con valores propios
distintos, dichas funciones propias son ortogonales:

Apfa:afa Yy pfb:bfb:>
<faJP|fb> = <Jfa|bfb> =b(fa | fo) =
(fal PTIfo) = (Pfa ] fo) = a™(fa | fo) (1.22)
Como a # b= (fa| fs) =0

= Si Py Q son hermiticos v fa v fy son funciones propias de P con valores propios a
y b distintos entre si, y si dichos operadores conmutan, entonces (f, | Q| f») =0

B S [P.Ql =0
<fa ‘ PQ ’ fb> = <P+fzi ‘Abe> = a<fa ‘ Cgfb>
(fa | QP [ fo) = b{fa | Qf1) (1.23)

Como a# b= (fu| Q| fs) =0

= Sean dos operadores P y Q hermiticos, si su conmutador es nulo, entonces am-
bos tienen un conjunto completo de funciones propias comunes. Del conjunto de
funciones propias de cada uno, existe un subconjunto comun, y ese subconjunto
es completo.

[P.Ql=0=13f / Pfi=pifi, Qfi=alf: (1.24)
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1.3. Postulados de la Mecanica Cuantica.

Existen diversas formulaciones de los postulados de la M.C., aunque en el fondo
todas son equivalentes.

Postulado 1 Para todo sistema aislado existe una funcién matematica, tal
que en dicha funcién se contiene toda la informacién significativa del
sistema. Se la suele denominar funcién de estado (funciones de onda)
del sistema (V).

Esta funcion lo es de las coordenadas de las particulas que componen el sistema, y
del tiempo: ¥(q,t)

a) La funcién ha de ser continua, y univoca o simple evaluada.

b) El producto *W¥ se asocia a la densidad de probabilidad de encontrar el sistema
tal y como nos lo describe la funcién, para las coordenadas g + dg y en el tiempo
t + dt. Si integramos sobre todo el espacio, tendremos la probabilidad de que
el sistema exista, y si el sistema existe por definicion, pues debe tener un valor
finito. Debe ser finita, o de cuadrado integrable (para estados ligados).

Para la obtencién de la funciéon de estado de un sistema, que es lo importante, son
precisos los otros postulados.

Postulado 2 A cada variable dindmica a(g, p,t) se le asocia un operador
lineal hermitico A(q,p,t) de modo que las propiedades fisicas de «
se pueden deducir de las propiedades matematicas de A.

Ahora tenemos otro problema, el de construir los operadores.

Vamos a considerar & como el operador de la variable dinamica z, y se puede conocer
la forma del operador p, asociado al momento p,: p, = —iha%, (tal que h = % y asi
podremos construir cualquier otro operador asociado a cualquier variable dinamica,
solo hay que:

a) Expresar cualquier variable dindmica en funcién de las coordenadas y los momen-
tos.

b) Sustituir los momentos por el operador asociado al momento.

Veamos unos ejemplos:

Observables Operadores correspondientes
x, Y, 2 T =ux y=1y- Z=2z

A :_hﬁ ~ :_.hﬁ ~ :_hﬁ
Pz Dy, P= Pz tha, Py l 35/ P- a2

A~ A~ A~ ~ 2 2
PEpipy el P =it = R g+ 5+ 5a] = -0V

_r TP _ R &2 P21 _ o2

=9 T ==tz t o7 Toz] =~V

E=p*2m+V(r,t) H

~ 272 LV (1, t)

Postulado 3 Sea un sistema descrito por la funcion ¥, y sea A un operador
lineal hermitico asociado al observable «, si la funcién de estado que
describe el sistema es funcién propia de A, el valor del observable «
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que puedo medir para ese sistema es precisamente el valor propio que
corresponde al operador A.

AV = q¥ (1.25)

Postulado 4 Sea un sistema descrito por W | y sea B un operador tal
que ¥ no es funcién propia de B, entonces el valor esperado del
observable asociado a B, 3, vendra dado por la expresién:

(Y| B|Y)

3L (1.26)

B=(B)=

Se interpreta como el valor promedio, pero no promedio en el tiempo, sino sobre
una serie de medidas en un gran conjunto de sistemas idénticos.

La incertidumbre o dispersion de los resultados viene dada por raiz cuadrada de la
varianza:

AB = \/(¥|B[T) - (¥|B|T)?

Para acabar con los postulados, nos queda el ultimo, que nos relaciona la funciéon
de estado con el tiempo.

Postulado 5 La funcion de estado viene ligada con el tiempo por la rela-
cioén siguiente:
ov ov 1

Es el primer postulado en que aparece un operador concreto, el operador H.

En relacion con esto, existen ciertos sistemas en los que H no depende del tiempo,
estos sistemas se llaman estacionarios. En estos casos, ya que la energia cinética
no depende del ¢, es en los que el potencial depende tan sélo de las coordenadas, y la
funcién de onda W(q, t) se puede desglosar como el producto de una funcién dependiente
de las coordenadas y otra que dependa del tiempo.

V(g,t) = Wolg)e(t) (1.28)
1 0V(g, 1) L O(Wo(g)e(t) dp(t)
th = ZhT:Zh\If()(q)T (1.29)
HU(q,t) = HUo(q)p(t) = (1) HVo(q) (1.30)

y dividiendo por ¥(q,1):

ih Op(t) 1 = — Cte —
S o = wg Tele) = Cre=W (1.31)
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ya que si mantengo t constante, obtendré un valor dado en el primer término, y si el
segundo tomase un valor distinto para cada coordenada, pues tendriamos un absurdo,
luego sélo pueden tener un valor constante. Asi

%82—9 =W = p(t) = Ce™ ™" (1.32)
%@ﬁ%(q) =W = HUy(q) = W¥(q) = ETy(q) (1.33)

donde W es el valor propio del operador H que corresponde a la funcion ¥, , que
es la funcién de estado estacionaria, y por lo tanto W es su energia total.

HT(q) = EV(q)

Esta es la ecuacion de autovalores para estados estacionarios, en la que vamos a
estar interesados a lo largo de todo este curso.

Finalmente, la funcién de onda total sera el producto de la funcién de onda ¥y (q)
por un factor de fase dependiente de la energia y el tiempo:

(g, t) = Wo(q)e /N (1.34)

1.4. Principio de correspondencia.

Este principio de Bohr dice que la leyes de la Mecanica Cuantica se reducen a las
clasicas si se consideran las regiones limite para las cuales las tultimas son validas.

Es bueno ser consciente de las diferentes magnitudes que rigen el mundo macroscopi-
co y el atémico-molecular:

Im=1-10"4 1A=1-10%m  ag=0.5291771A

B = 1.05457266 - 10734 - s N4 = 6.02204 - 102mol ™1
me = 9.1093897 - 10729 m,, = 1.6726231 - 10~ *'g

1.5. Principio de incertidumbre, de indetermina-
cién, de Heisenberg.

En su formulacién general, dice que dos variables dinamicas o y [ pueden estar
simultdneamente bien definidas, solamente si su operadores asociados A y B conmutan.
La incertidumbre en la medida de las variables a y b (Aa y Ab) es mayor o igual que un
medio el valor absoluto, del valor esperado del conmutador de sus operadores asociados.

AaAb > % | ((A, B]) | (1.35)

Veamos el caso mas conocido del error en la medida de la posicién y el momento
respectivamente.

AzApy > 1/2 | ([, pa)) | (1.36)
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ho ho
x =|lrt—— ———ux | = —h/i =1h
[ pe] < idr 10x > /
Como consecuencia, vemos que en la Mecanica clasica, los estados se encuentran
definidos por las fuerzas, posiciones y momentos de las particulas que los componen.

Los estados en Mecanica Cuantica estan definidos de forma similar, pero se tiene menos
conocimiento de ellos, hay un cierto indeterminismo.

1.6. Principio de superposicion de estados.

Para un mismo sistema son posibles diversos estados:

v, — F
oo ‘1’2—)E2
H = \113—>E3

Estas funciones, que son funciones propias de H (operador lineal y hermitico), for-
man una base completa (un conjunto completo) del espacio vectorial de Hilbert (de
dimensién infinita).

Esto implica que cualquier funcion de un estado fisico del sistema puede construirse
como combinacion lineal de dicho conjunto de funciones de base (o funciones de de onda
correspondientes los diferentes estados). Es decir las combinacién de varias funciones
de onda admisibles de un sistema, es también una funcién de onda de dicho sistema.

Si ahora construyo una funcién como combinacion lineal de funciones propias de H,
que formen un conjunto completo ortonormal E], y con valores propios distintos,
tendré una funcién que no corresponderd a un estado estacionario. Esto es lo que se
denomina un estado mezcla o superpuesto de otros estados, y de su energia podré
conocer su valor esperado:

n
o = Z Cy;

(H) = (D|H|D) = ZC*ZC (| H|W,) _iC’jCiEi—iWi]?E

cualquier funcion de onda de un sistema admite ser escrita como
combinacion lineal de un conjunto completo de funciones de onda
bien condicionadas.

Otra formulacién de esto es aquella que nos dice que

Un estado superpuesto como combinacion lineal de otros estados, quiere
decir que al hacer una observacion de ese estado, la probabilidad de que la
medida me de el valor correspondiente a alguno de los estados combinacion
U, es CF - Cy, siendo C; el coeficiente que multiplica a la funcion de dicho
estado en el desarrollo del estado superpuesto.

!Ortogonal implica que es ortogonal ([ UV ,;dr = 0) y normalizado ([ U ¥,dr = 1)
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Es interesante indicar que éste es uno de los puntos de mayor controversia en al
interpretacion de la mecdnica cudntica, y esta relacionado con lo que la interpretacion
de Copenhague denomina el colapso por el proceso de la medida. Cuando medimos
una magnitud de un sistema, éste colapsa en el estado que medimos.

Para acabar haremos mencién a una situacion que después nos encontraremos en
mas de una ocasién. Es el caso de dos sistemas independientes, que no interaccionan
entre si. Sea un sistema 1, definido por una funciéon ¥; y con un hamiltoniano H, , tal
que H U, = E, U, , v otro sistema 2 independiente del anterior (no interaccionan), con
HQ s \112 y tal que .HQ\IJQ = EQ\IJQ.

Considerémoslos ahora como un tnico sistema, cuya funcién seria ¥ y su hamilto-
niano H , tal que: HVU = EV. En teorfa son dos sistemas independientes y la energia
total seré la suma de las energias de cada uno. £ = Fy + F»

Tomemos H = ]:11 + _[:.,2 y podemos probar con ¥ = W, - U5 con lo que

HY = (Hy + Hy) U, Wy = H U, Wy + Hy U, 0y =

B0 Uy + B0 Uy = (B + F)(U,0,) = BV (1.38)

Posteriormente emplearemos este razonamiento al revés, es decir dado un sistema
complejo, lo desglosaremos en otros mas sencillos que no interaccionen entre si.
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Capitulo 2

Aplicacion de la Mecanica Cuantica
a sistemas modelo.

2.1. ;jPor qué vamos a aplicar los postulados a sis-
temas modelo?

1. Sencillez matematica y riqueza en informacién fisico-quimica

= La ecuacion de Schrodinger es relativamente facil de resolver.
= [lustran diferencias y similitudes entre el comportamiento clasico y cudntico
= Muchos fenémenos fisicos pueden se pueden modelar empleando estos siste-

mas.

2. Potenciales independientes del tiempo

» Estudiaremos sistemas de una sola particula con V' # V (t) — estados esta-
cionarios.

= Resolviendo la correspondiente ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo.

3. Importancia de las condiciones de contorno al resolver la ecuaciéon de Schrodinger

= Juegan un papel decisivo, tanto a nivel matematico como fisico.

= Determinan qué soluciones a la ecuacion de Schrodinger son fisicamente
razonables.

2.1.1. Relacién entre confinamiento y cuantizacion

= La cuantizacion se debe al confinamiento de la particula en ciertas regiones a
causa del potencial: estados ligados.

19
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2.1.2. Esquema de trabajo en quimica cuantica:

1. Expresién explicita del potencial en funcién de las coordenadas: V = V (z)

2. Construccién del operador hamiltoniano: H = T+ V = —%% + V(z)

3. Resolucion de la ecuacién (diferencial) de Schrodinger
h? d*(x)

2m  da?

bajo las condiciones de contorno apropiadas.

HU = EU 3 —

+V(2)¥(z) = E¥Y(x) (2.1)

4. Analisis del espectro: valores de E.
Anélisis de los estados: ¥ +— ||, valores esperados de observables (z), (p), ...

2.2. Particula en una caja monodimensional.

Sea el siguiente sistema de una particula confinada por dos barreras infinitas de
energia potencial como se muestra en la figura:

Vi=Vopara0 <xr<a

Vy,=ocoparax <0yx>a

Q
0 a X

La ecuacién de ondas o de autovalores o de Schrodinger sera:
HV = BV
Dividamos el problema en partes:
I)  HU® = Eoy®
I  HU = E°9°

E impongo la condicién de que ¥>(0) = ¥°(0) y U>(a) = ¥%(a) (postulado 1, para
que ¥ sea continua).
Resolviendo I) :

h 02
H=———+V,
2m Ox? +
h2 82 h2 82\1100
- P® = FOU® = — — E)* =
2m Ox? oo 2m  O0x? + (o9 ) 0

Llego a que la dnica solucién posible es W™ = (
por lo tanto: ¥°(0) = ¥%(a) =0
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Existe una clara interpretacion fisica, si V,, = oo la particula no podra atravesar la
barrera.

Ahora, para resolver la segunda parte (II):

R* 92w
HY = — == + Vol = B0
W2 9%V, h? o*w°
a3 —l—(Eg—Vo)‘IfO:% 92 + E° ¥ =0 tal que B > Vj
hacemos el cambio : k? = 22E
2\110
aa . — _k2 \IJO
z

y tendremos la solucién:
‘I’O — Aeik:p _i_Befikx — Ae%vaon + Be%\/ZmEOx

o de forma andloga, ya que KX — cog ka4 isin ka

vV2mE° 2mEo
PO = Ccos%x—i—Dsin#x

2.3. Condiciones vinculares y estados energéticos.
Ahora bien, para r=0,=0=C=0.

N V2mE
h
tal que n, es un nimero entero distinto de cero, ya que el valor cero hace que ¥ siempre

tenga el valor cero y el sistema no exista.
De aqui se deduce que la energia debe tener el valor

ypararz =a,V =0

a=mn,n, tal que n, € Zyn, #0

n2m?h? e n2h?

2mE =
o a? 8ma?

tal que n, =1,2,3,...

Asi pues, NO es posible cualquier energia para la particula confinada, su energia
estd cuantizada!.
Y D, ;cuanto vale?

Ny T
U =D sen —=zx
a

Recurramos a la normalizacion de la funcion. Si la particula existe entre 0 y a, el rango
de existencia de esta funcién de valor no nulo es entre cero y a:

/ U'Wdr =1
0

a . 1 a 2 -
D2/ sen2 2" vy = DQ—/ (1 — cos n 7rav)dav =
0 a 2 Jo a
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a
a 2n,m

— sen T
2n, T a

1
= D*>(a—0)=D*2 =1
.2 2

y asi tendremos que la constante D serd D = \/E , luego:
a

2 h?
v, = \/j sen (nmzx) E,, = ni
“ a a “ 8ma?

Reitero que si n, = 0 , entonces Ey = 0, pero Vg = 0, por lo tanto la particula

no existe. Es decir el estado de reposo no es un estado permitido para la particula
confinada.

2.4. Analisis del espectro, la funcién de onda y fun-
cién de densidad de probabilidad.

Podemos representar ¥, vy E,, y si dibujamos ¥*W, tendremos la representacién de
la densidad de probabilidad puntual de encontrar la particula entre x y x + dx.

Wa(x)
L L
| - - - Eq
w3(x)
e e
W2(x)
—
| _ E,
Y1(x)
S
0

Figura 2.1: Energias, funciones y funciones de densidad de probabilidad de encontrar
una particula en una caja de longitud a.

2 4
\114 = \/j sen ﬂ E4 = 16E1
a a
2
\sz\/jsen?m—x E3:9E1
a a
2 2
\112—\/jsenﬂ By = 4E
a a

2 h?
v, = \/j sen Gk B, =
a a 8ma?

Vemos que cuando n = 1, la particula se puede encontrar en cualquier punto entre
0 y a. Para n = 2, existe un punto, el a/2, en el que la funcién es igual a cero, y la
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probabilidad de encontrar la particula es nula, existe un nodo, y el nimero de nodos
esn— 1.

— Podemos ver que las funciones de onda tienen distinta simetria respecto al centro
de la caja, dependiendo de que n sea par o impar.

— No nos planteamos el cémo pasa la particula de un lado a otro, estd en una
posicién (es un estado estacionario) y lo que sabemos es que con una energia Fs, nunca
encontraremos una particula en a/2.

— Principio de correspondencia: El comportamiento discontinuo no se puede apreciar
en sistemas macroscépicos (h? es del orden de 107 J2s?) | cuanto mayor es a y m,
mas proximos estan los niveles y en particulas grandes y recintos proporcionales, la
Mecéanica Cuantica lleva al continuo clasico.

— Dado que tenemos un conjunto {¥,}, otra cosa que se puede probar es que la
funcién ¥, es ortogonal a ¥,,,,

— Podemos también calcular el valor esperado del modulo del momento:

- h o
3 — H2 . = ——
| Pz |= +VDP2 De .
a\? o2 9% /2 nmx n?n? /2 nwx
9 2 2
Px (l) Ox? 0x2 \ a sen a a? a Sen a
h2n2n? h?n? hn
~2 -
(p*) 3 1z = 2m 17l= 2,

Vemos que ¥, es funcién propia de p? y también lo era de H , por lo que p? conmuta
con H, podemos conocer con exactitud el valor de los dos observables.
Sin embargo, ¥,, no es autofuncion de p,, pero podemos calcular su valor esperado:

nmwx nmwx

(Ba) = (Unlpa| ) o / sen™™ cos MTE _ g
0

a a

— También podremos comprobar el principio de indeterminacion de Heisenberg: La
particula puede estar entre 0 y a, luego Az = a, mientras que el momento puede ser
+(hn)/(2a), es decir la incertidumbre en p, es hn/a

AxAp, = l%na =hn > h/2
— Principio de superposicion, sea la funcion:
Y = 0.7071¥; 4+ 0.5V + 0.5¥3
el valor esperado para la energia sera:
(E) = 0.7071*E; + 0.5*E, + 0.5° B3

Y la probabilidad de que cuando mida la energia sea E, serd 0.70712.
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2.5. Caja bidimensional: Estados degenerados.

Pasemos ya al caso de una particula confinada en un recinto de dos dimensiones :

b/ y, Para todo z tal que 0 <z < a
ye / Para todo y tal que 0 <y <b = Vxy =W
// / Para el resto del espacio Vxy = Vo = 00
v, /

Entonces :

- N 5
H=———(5+—=)+V
2m (8x2 * 8y2) *
U(z,y) HU=EU
o’ 9w 2mE'
= — v E =E—
92 P h2 / v

Como ya vimos anteriormente, si

HY =EV talque  H=H,+H, y U=q,(2),()

Se puede resolver por partes,

{ o) =
Hy, (y) = E by, (y)

, siendo

E=E,+E,

tenemos asi dos ecuaciones similares a las resueltas previamente de una particula
en una caja, cuya solucién era

2 Ny T h?
U, = \/j sen x y B, =n2

a a 8ma?
La solucién final del problema sera :

4 N, T Ty, T
U, . (2.y) = 1) = sin 2" g sen 1T
oy (T,Y) " in ax n )

2 2\ 12
ny  ny\ h
E, = (a—g + b—g) 3 tal que ng,n, > 1

pues si alguno vale cero, la funcién ¥ sera nula, y el sistema no existe.
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Papel de la Simetria
Supongamos que dicho sistema tiene alguna simetria, es decir que, por ejemplo,

a = b, entonces:
n2 +n2\ h2
E’ = (=X _Yv)__
Mty ( a? ) 8m

y tendremos los estados :

Vopm, = % sin niTﬂa: sin My
Ng My
1 1 Ey = % (a%) Uy = \/gsin Zrsin Ty
1 9 By = % (a%) Uy = \/gsin ~x sin ny
2 1 Ey = é‘—; () Uy = \/gsin 2y sin Ty

Los estados W15 v Wy son estados diferentes, pero con la misma energia, se dice que
son estados degenerados. Vemos pues que con la simetria del problema nos aparece la

DEGENERACION .
(Hablar de la funcién combinacién de dos estados degenerados)

v/Liv)

x/Lix) T L

Figura 2.2: Funcion de onda de una particula en una caja bidimensional con n, =
In,=2ymn,=mn,=4.

(Ver la direcccién: http://www.falstad.com/membrane/

Se puede generalizar sin ningin problema a tres dimensiones.

& . ngm Ny n,T
U(z,y,z) =1/ ——sin —x sen —y sen — 2
b )
abc a b c
2
n? ny n?\ h?

E=(-=2 —Z ) — tal que ny,,n,,n, >1
a2+b2+02 8m q e =


http://www.falstad.com/membrane/
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2.6. El oscilador arménico (Unidimensional).

Es un tipo de movimiento que vamos a encontrarnos en muchos problemas de interés
quimico-fisico, por ejemplo las vibraciones moleculares, en concreto la vibraciéon de una
molécula diatéomica, el movimiento de la atomos en una red cristalina, o lo que vemos

en esta figura:

SN
NS

2.6.1. Tratamiento clasico

CLASICAMENTE, supongo que ya conocéis sus ecuaciones de movimiento, pero

las repasaremeos:

» Es un sistema monodimensional en el que la fuerza es directamente proporcional,

y de sentido opuesto, al desplazamiento, respecto a un punto central.

Si z. es la distancia de equilibrio, la deformacién serd ¢ = = — z. y la fuerza

F = —kq, légicamente F' = —9V/dq, por lo tanto V = — [ Fdq = k—gz )

» La integracién de la ecuacién clésica del movimiento (segunda ley de Newton,

2 .
F=m-a= m%, considerando que F' = —kq) conduce a:

q(t) = Acos(wt+b)

[ k :
w = 2y =4/ — frecuencia angular
m

Acosb: elongacion inicial
A: elongacién maxima (amplitud)
b: fase inicial

» Descripcién cldsica: interconversién entre energia cinética y potencial (E =

V)
g=0 V=0 T=T,.
g=A V =Viae T=0
1
0<l|gl <A T+V:E:2kA2: const.

T +

(2.9)

tal que A y b son constantes de integracion relacionadas con el maximo desplaza-

miento o amplitud, y la posiciéon de partida, respectivamente
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Aparece un movimiento periédico (Funcién seno/coseno), un movimiento que se

k

repite cada periodo o tiempo 7, que es el necesario para que el angulo wr = /-7

7= 27r\/% (2.10)

y la frecuencia caracteristica del oscilador, que es la inversa del periodo sera:

valga 2. Asi:

1 1 [k
vV=—=—\]— y k = 47%*m (2.11)
T 27

Por lo tanto podemos escribir
q(t) = Acos2mv(t — to) (2.12)

La energia del sistema serda £ =T+ V

1 1
T=-= (dq) = —mA*7r?v24sin? 2mv(t — tg)) (2.13)
dt 2
1
V= ikq2 = 2mA*m?v? cos® 2 (t — ty)] (2.14)
E=T+V =2mA*r?)* = %kAQ (2.15)

Y no existe ninguna restriccion, por lo tanto, todas la energias positivas son permi-
tidas.

2.6.2. Tratamiento cuantico

Desde un punto de vista CUANTICO, debemos empezar por construir el Hamilto-
niano del sistema y resolver la ecuacion HV = EV.
La ecuacién correspondiente al oscilador armoénico:
h? 0?W

_Q_W—i_ /{ 2y = FU (2.16)

que es el mismo hamiltoniano de una particula de masa p que se encuentra en una
caja de potencial que ya no es cuadrada, sino de la forma %k:q2

Esto hace que su solucién no sea tan sencilla, asi, para resolverla, se transforma en
otra expresién haciendo lo siguiente:

: _ 2uFE 2 _ uk
» Se considera a = == y 3% = 45

= Se divide por 3

= Se considera el cambio de variable y = 3'/2¢, con lo que nos queda
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0*W a
6—y2+(5—y)\11—0 (217)

Para resolver esta ecuacion se parte de una solucién (Asintética para el caso a/f <<<)
U(y) = A () A (y) (2.18)

( Otra posible solucién es U(y) = A (e%yQ) H (y), pero la exponencial

tenderfa a infinito cuando ¢ creciese, por lo que no es una solucién valida.)

tal que JZ(y) es una funcién que no conocemos, pero que podemos desarrollar en

una serie de potencias
oo

H(y) = aiy (2.19)
j=0
.Cuénto valen los coeficientes a;?
Por un lado sabemos que puesto que la funcién ha de ser finita, el polinomio tam-
bién debe ser finito, ademds, si tomamos la funcién ¥(y) la aplicamos a la ecuacién
diferencial, nos queda una forma del tipo:

H" — A+ <% - 1> H =0 (2.20)

calculando las derivadas de J#(y), tenemos:

Hy) = > jay ™ =Y kayt = jay!
j=1 k=0 J=0

Ay = 350 = Dy = Sk + 2)(k+ Dagsay’ = S0+ 2)( + Dagsay?
j=2 k=0 j=0
y tendremos :
> {@' F2)0+ Dago+ (5 -1~ 2j>a3} Y =0 (2.:21)
=0

e igualando los coeficientes de la misma potencia de y obtengo la siguiente expresién
recursiva para los coeficientes:
«

1—29)a; =0
3 ])J

s 2j+1—%
e ((j+1>(j+2)) 222)

Ahora bien, si el polinomio debe ser finito, en algin momento los coeficientes se

tienen que hacer iguales a cero, sea ese el caso de los coeficientes con 7 > v, siendo v
el maximo valor:

2U—|—1—% 0= 9 .
v = Qy, N = = —
otz =4 ((U—i-l)(v—i—Q)) v

G+ 10 +2)aje2 + (

% oy (2 _ 1) /2 (2.23)
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pero podria existir el v — 1, y deberia cumplirse que :

20 —1-— % o a
Qpi1 =Gy 1 | ————— | =0=2v—-1—-==0=0v=|—-+1)/2 (2.24)
v(v+1) B 5
que es un absurdo, es decir que las condiciones son diferentes para los v pares que
para los impares, luego para que sea finito, si tenemos términos pares, no deben existir

impares y viceversa. De todas formas, existen infinitas soluciones.
Esta expresion me liga los coeficientes pares entre si, y los impares, cada uno por
su cuenta, asi pues tendré polinomios pares e impares, con v entero no negativo:

I (y) = Zagijj v=0,2,4,...(par)

H,(y) = Zazj,ly%’l v=1,3,5,...(impar)

Estos polinomios que estamos usando son los denominados polinomios de Hermit
tienen la siguiente expresion general:

Aily) = (17" (ddy ) (2:25)

y el valor de los primeros es:

Ho(y) =1 H(y) = 2
H(y) = dy* =2 H3(y) = 8y — 12y
H(y) = 16y* — 48y* + 12 | A4 (y) = 32y° — 160y° + 120y

Presentan tanto la propiedad de recurrencia:
Ho1(y) = 2y,(y) — 20,1 (y)
como la de ortogonalidad:
m#n

> 0
-y° _
/_ e HnHndy = { 7l/2mpl m=n

[e.e]

La solucion general del oscilador arménico sera:

U, =N, e_%yQ%( ) tal que
:(——1V2 y v=0,1,2 . (2.26)

-
oG e

(2.27)

E
|
N | —

l\DIn—~

%



30 Quimica Cuantica y Espectroscopia

tal que vy es la frecuencia ”caracteristica” de vibracion.
Para obtener la constante de normalizacion, se hace (¥|V) =1

. 3 1/2
\Pv:(%!\@) S AT (2.20)

vk o 2mpyg 1 |k
. h y Vo

tal que [ =

2.6.3. Analisis del espectro y de la funcion de onda.

Vemos que a cada v le corresponde una funcién y una energia, no se produce dege-
neracion.

Podemos representar de nuevo ¥ y la energia:

1
E,=T+V V:§m2

E
3\
]
\ a ~/ v=3 E3=ZIhy
.\\l_ _/ / ;
LT TN v=2 E=23hy
1\ N e / 2
\ ] AE:huzh\/g
\ o
\ AN v=1 E=3hy 0 )
\\ \'\a., 7_/ .j;
\ )
N | S v=20 FE = EhVO
q ),

433 1/4
U, = (i) qe—%BqQ
T

1/4
Uy = ( : ) (28¢> — 1)e ="

4
La funcién ¥, es de paridad par, y la ¥ es impar. Vemos que no existe el reposo
)
para v = 0, ya que si bien existe la funcion, la energia es igual a %hyo .
Otra caracteristica es que los espaciados energéticos con constantes, y valen hiy.
Por tltimo, las funciones de onda no son nulas para la zona ”exterior” de energia

potencial, se da un cierto efecto tunel, y pueden estar fuera de la curva de energia
potencial.

L@q>(]reto7‘no = 2/ \Ijqu

Gretorno

‘Qﬂ(q > qretorno) =1- erf(Q) = (0.157



II-Aplicacién de la Mecanica Cuantica a sistemas modelo. 31

2.6.4. Resumiendo:

= Energia cuantizada

= No existe un estado en reposo, para v =0, E = 1/2hy,
= Separacion energética constante.

= El nimero de nodos coincide con v.

= Las funciones con valor de v impar son funciones impares, el resto son funciones
pares.

» La funcién de onda se extiende maés alla del retorno clasico.

s Cuando p >>, dado el valor de h = AFE = h\/g — 0, y tendremos el compor-

tamiento continuo de la mecanica clasica.
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Capitulo 3

Momento Angular.

Ya hemos hablado del momento lineal y hemos visto la importancia que tiene para
expresar, p.e., la energia cinética de una particula, y con ella escribir su Hamiltoniano,
y asi poder resolver la ecuacién H ¢ = F 1, con la que obtenfamos la funcién ¥, que
es la que nos interesa, ya que con el podremos conocer cualquier otra propiedad fisica
del sistema.

Vamos a dedicar este tema al MOMENTO ANGULAR, que es una propiedad muy
importante cuando se trata con movimientos de particulas referidas a un centro, como
es el caso, en el que ya estaréis pensando, de los electrones entorno al nicleo.

3.1. Operadores de momento angular.

3.1.1. Tratamiento clasico.

Cuando una particula de masa m se mueve de forma que su movimiento se puede
referir a un centro, aparece una propiedad fisica, que se define por el producto vectorial
del vector posicién de la particula, referido a dicho centro, por el momento lineal que
lleva la particula considerada; a esa magnitud vectorial, se la denomina MOMENTO
ANGULAR, y que esté relacionado con el giro de dicha particula respecto al origen.:

F:;Tx—Fj?”y—i‘ETZ ﬁzfpx+fpy+gpz
) i j ok
L=FAp=| oz y =z (expresién nemotécnica)
Pz Py P2z

Producto vectorial A A B es un vector de magnitud
|AA B| = |A||B|sin6 y con direccién perpendicular al plano
definido por A y B de forma que ff, B y A A B formen un

sistema a derechas (regla del sacacorchos).

33
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L=iL,+jL,+ kL,

La: =YpPz — 2Py Ly = 2Pz — TP, Lz = TPy — YDz

|EFJ@+@+@

Para ver mejor su importancia, consideremos que F' = m - ¥ = p, asi mismo, el tor
o torsor de una particula sobre la que actia la fuerza F', referido a un origen dado, se

define como:
M=FAF=FAp

=

=y

ycomoE:FA

oL = - L T R -
N =L=7ANpH+TAp=mr ANr+7TAp=TAp=M=7rNA\F

y asi tendremos que en los casos en los que la fuerza sea nula, o en el mismo sentido
que el vector posicién (radial)( o perpendicular al movimiento), se verifica que M es
igual a cero y por lo tanto L, el momento angular, es constante.

Ademas, en un sistema donde se conserve la energia y el momento, el tor serd nulo,
la derivada de L sera nula, y por lo tanto L sera también una constante de movimiento.
Un caso ya indicado es el de fuerzas radiales, donde el tor sera nulo:

FAE=0=>M=0= L =Cte

3.1.2. Operadores Mecano-Cuanticos del momento angular.

Se actia de forma similar a la ya vista en otras ocasionesﬂ , con lo que :

T
L=7rANp=—-| 2z vy =z
iloa a2 o
ox Ody 0z
. h
L, = ~(y9/9z—20/0y)
L, = Zj(z@/@x—x@/@z)
< h
L, = g(xa/ay—ya/ax)
L B I
L—(—ZFL)T’/\V V—%Z‘Fa—y]‘f'&k

11%’ = %6 El gradiente de una funcién es la aplicacién del operador nabla V a dicha funcién.

La laplaciana es la divergencia el operador nabla, es el producto escalar de nabla por el gradiente
V2=V-V
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Como ya dijimos, si tuviésemos funciones propias de L, estas tendran unos valores
propios vectoriales, ya que es una propiedad de caracter vectorial:

Lo =

3.2. Reglas de conmutacion.

Veamos a continuacion algunas reglas de conmutaciéon para las distintas componen-
tes del momento angular y su modulo.

() [02 2162 -2 e o] =

NN R N R A
Y9: %0z~ Yoz Oy Ox 0y 0z

b9 O _,00 9 0)]_
Voro: Yop 7 Ox Oy xazzf)y N
Yor TV0,0x ~ Yozor T Toyo: oy Coazay|

0 0 hh 0 0 h - .
R = — ) = 2D = = ——L, =1hL
I (yaa: x@y) M(xay y&:z:) - L ihL, # 0

igualmente

ademas,
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Por lo tanto, y ya que si dos operadores conmutan, existe un subconjunto completo
de funciones propias de ambos operadores, mientras que si no conmutan, no existe
dicho conjunto de funciones propias comunes, si tenemos una funcién que nos defina el
sistema, dicha funcién sélo podra ser funcion propia de uno de dichos operadores, con
lo que eso implica de que tnicamente podremos conocer con exactitud el valor de la
variable asociada a ese operador, y de la variable asociada al otro operador, del cual
no sera funcién propia, tan sélo podemos conocer su valor esperado.

Asi pues, no se pueden conocer simultaneamente las tres componentes del momento,
(excepto si L? = (), mientras que si podremos conocer simultdneamente el modulo
y cualquiera de las componentes. Por convenio se suele optar por el conocimiento
simultaneo de L? y de la componente z, L., asi puedo decir que el momento angular
referido a un estado tiene el modulo | L |, v forma un dngulo 6 con el eje Z. (pero igual
podria haber hecho con otra componente)

Ademads, puede tener cualquier angulo ¢ , se puede describir como un movimiento
de precesion respecto al eje 7, aunque realmente no lo tiene, sino que habra un cierto
nimero de particulas con un vector L= L1 , otras con Lg, etc., (recordad el cardcter
estadistico que ya mencionamos al hablar del valor esperado).

3.3. Funciones y valores propios del momento an-
gular orbital

Bien, pues una vez que hemos elegido los dos operadores cuyo valor propio podemos
y nos interesa conocer, busquemos sus funciones propias y sus valores propios.

Légicamente, las funciones propias de L? seran tales que

I:lem = Kl¢lm

e igualmente las de L., que ademads sera el mismo conjunto de funciones, porque nos
interesa elegir aquel subconjunto de funciones propias comunes a los dos operadores:

zzwlm = Km¢lm
Los subindices hacen referencia a los valores propios de L2 y L..

Por otro lado, si el movimiento se puede referir a un centro, el sistema de coorde-
nadas ideal es el de coordenadas esféricas:

x =1 senf cos p y = r senf senyp z=rcost

dr = dxdydz = r* senfdrdfdy

0<r<oo 0<o<nrm 0<p<27r

igualmente :

r= (22 4y + 2%)/? cosf = z/r 0 = arc cos(z/r)
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y/r=tgp o= arctg(y/z)
de donde se obtiene:

(Recuerde: z = f(r,0, ¢), %:%%"‘%%‘F%ﬁ% )
or 1., 2 N—1/26,. _ LT _
£—§(x +y° + 29) Qm—;— senf cos ¢
% B -1 d(z/r) -1 Za(l/r)
Or /1 —(z/r)2 Oz 1—(cosf)2 Ox
1 —10r cos
( sin9(r cos 6) 2 0r  rsenf U 0®

90 costlcosp

or 7
dp 1 dy/xz) 1 -1
or 1+ (y/z)? dxr 1+ (y/x)2y:c2 B
2> -1 'y rsenfsenp
m2+y2yx2 a2 r2 sen2f
dp  senp
or  rsenf
Igualmente
0 0
8—; = senf senyp 8—2 = cosf
00  cost senp 96 _ send
oy r 0z r

0_(,07 cos 8_g07
oy  r send 0z

0

y sustituyendo en L,, L, = %(y% — Za%) se llega a

L, = ih] sengp% + cot 6 cos cpai]
¥

igualmente, para I:y y L,:

L, = —ihfcos cp% — cot f sencp%]

. )
L.=—ih—
1 R

y finalmente , para L?: L? = I:i + ﬁ; + Eg
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2 2
:—712[8—+cot02+ L0

L?=—h Z(senf =)+ —— T
(senfzg) + sen?6 02

senf 00 00

A ,[ 1 0 0 1 02 0"
00? 00 sen?f Op?

Es importante tener en cuenta que se ha reducido el orden de magnitud de las
variables de que dependen L? vy L., yva que L? tan sélo depende de 6 y ¢, mientras que
L, ya sélo depende de ¢, es decir, ninguna va a depender de 7.

Volvamos sobre la ecuacion:
Equlm(9> QO) = Klqjlm(67 (10>

1 0, 0. 1 o

senf %(seneﬁ) * sen?0 8_g02

En primer lugar, dichas funciones dependen de dos variables independientes, y las
podemos escribir como:

\le<0, 90) - KZ\Ijlm(ev 90)

Ui (0, 0) = O (0) Py ()

0 1 0

1
R 2 —_—— JE— S —
h [sen@ 00 (send 89) * sen26 0p?

} Oun ()01 () = Ki1n(6)Bi (1)
y dividiendo por ¥;,,:

@lm(9>

sin26’ 1 d §i edGlm(Q) i Kl@lm(ﬁ) _ 1 dzq)lm((p)
sinfdd " df 2| T Oulp)  de?

que se puede separar en dos ecuaciones:

sin2 0 1 d d@lm(Q) Kl@lm ((9)
2L sing — Ot
Oum() Linede T } cie
1 d2q)lm(g0)
— = (C'te
i) dp?

La soluciéon de esta ultima ecuacién es:
Oy (@) = CeFime con  m==xVCte

Y esta funcion cumple con las condiciones de que es continua, y de cuadrado integrable,
pero también debe tener un valor unico.

Si ahora particularizamos al caso del momento angular de una particula que gira
entorno a un centro, tendremos la siguiente condiciéon de contorno:

q)lm(@) = q)lm(gp —+ 27-() = eimcp — eim(4p+27r) -

im2m

e =1 =—cos2mm + 1 sen 2mm

y esa relacion sélo se cumple si m es un nimero entero.
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Por 1ltimo, la condicién de normalizacién nos dardf] :

2 2
/ O, (0)Pim (0)dip = e/VQ/ dp=1 =4 =1/Vor
0 0

1
Dy (p) = —=€"™% Jm=0,41,+£2,+3,...

V21

Podriamos haber aplicado el operador L,

— =0 () = mhdy,(¢) =

:‘ d
i Op mee

e integrando, tenemos la solucién:

In (I)m(SO) = mZgD + Cte = qu(SD) — NP — oimee

Ver

Para obtener la parte dependiente de 6 en la funcién ¥;,,, debemos volver sobre la
ecuacion

L2y, = K, L2013 (0)Bin (©) = KO (6) i ()

—h? Lg(seneﬁ) + ERENG O (0)P11(0) = Ki1O1(0) Py ()
senf 00 00" sen?6 0p? i i) = BiBim bm ¥
. i + cot 92 + SR Om(0) ! ™ = K0 (G)Leim“"
00? 00 sen?f 0p? m V2T - V27
82 0 m2 Kl
{w + cot 9% + Sen—29:| @lm(e) = —ﬁ@zm(é)
Considerando:
. d d? o d? d
y = cos 0, @——smﬁ@, @—Sm Hd—y2—c086d—y
0<O<m —1<y<1
d’e d® cosf de K; m?
2,0°9 av _ ao Ky ome _
= sen edyQ cos@dy + Sen0( send dy)—i— [hz T o2 0} 0

ddxdydz = r?senfdrdfdy
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que se puede escribir como:

= (1-9%)

d*e de K; m?
dy? dy h2 1 —9?
que es la ecuacion de Legendre, y que se resuelve de una forma similar a la que se

utilizé para buscar soluciones del oscilador armoénico, es decir se propone una solucién
en la que se incorpora un desarrollo polinomial,

[0

o0

O = (1 -y (y), tal que HA(y) = Y a1

J=0
que nos lleva a una relacion de recurrencia :

[+ mDG +|ml + 1) — Ky/W?]
G+ +2) !

Ajt2 =

, (o que recuerda a las soluciones del oscilador arménico esférico) y se miran las con-
diciones necesarias para que la serie no diverja, se debe truncar, lo que nos lleva a que
existird un Jaeimo = k, tal que

K = (k+|m|)(k + |m| + 1)A?
y escribiendo [ = k + |m|, tendremos:
K =11+1)r 1=0,1,2,3,---
Y se cumplird que
Im| < m=—1,—l+1,---,0,---,1—1,1
El médulo del momento angular vendra dado por
Ll = VE = VI +1)h

Y la solucién de esta ecuacion es un poco compleja:

20+ 1)(— | m Y2

m|
20+ [m ) P (cos )

Oun(0) = [

I I+ oy 2L
(=1)" [(2L+1)(1 — |m])! e d+Imlsen?o
24]! 4e(l + |m])! (d cos 0)i+Im|

donde ﬂllml(cos ¢) son las funciones asociadas de Legendre:
_ $2)m/2 dntm

2npl dantm

o) = U

(1—a2?)"

(Los polinomios de Legendre son : P, (z) = 5 (22 — 1)"

con lo que las funciones propias de L, y 12, U (0, @), se puede escribir:
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\I;lm(ea 90) = %m\f@l'm|<cos Q)Gimgo

A estas soluciones se las denomina Armonicos Esféricos,

Presentar la tablas y analizar las siguientes cuestiones:

» [? y L. estdn cuantizados (Hay una cuantizacién en la orientacién).

L0, 0) = KV (0, 0) = hm¥y,,(0, p) = L, = im
= [ y m son numero enteros.

1=0,1,2,-- m=—l,~14+1,...,1—1,1

41

» Para todo [ existen 2/ + 1 valores posibles de m, hay un grado de degeneracion

20 + 1, respecto al moédulo de momento angular.
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ARMONICOS ESFERICOS

Expresion

()"

1/2

(%)1 20089
(%) / sin fe*™?

(i)l/z (3 cos? 0 — 1)

Y

—_
[z e

sin @ cos et

(ﬁ) Y2 Gin? geize

~—
—
~
(\)

1/2 (5 cos® f — 3 cos 9)
sin 6 (5 cos? f — 1) ety
+i2¢

—
~
\V]

sin? 6 cos fe

Como se puede ver, tendremos ciertos armonicos esféricos que seran imaginarios.
El trabajar con complejos puede que no nos interese en alguna ocasion, y es por esto
que se suelen utilizar los denominados Armonicos Esféricos Reales. Para obtenerlos,
nos basamos en la propiedad de que cualquier combinacion lineal de funciones propias
degeneradas de un operador nos proporciona funciones propias de dicho operador, con
el mismo valor propio, asi creamos los siguientes:
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ARMONICOS ESFERICOS REALES

Yim Expresion H I[? L,
1/2
Yoo (£)" + o+ o+
Yio (%)1/2 cos 0 + 4+ + (2)
le,coscp (%)1/2 SiIlHCOSgO + 4+ — (.I)
Yiging (8%)1/2 sin 6 sin ¢ + + — (v
5 \1/2 2 9

Yo (=) " (Beos?0—1) + + + (2%
}/Z,COSL,Q (é—i) 1/2 sin @ cos 6 cos @ + + - (Z.%’)
Y2,sin<p (é—i) 1/2 sin @ cos 6 sin % + 4+ - (yz)
Y- (ﬁ 1/2 . 9 0 9 B 5 9

2,co8 2¢ 3277) SN~ ¢ cos 2 +  + (il? Y )
Y2 sin 20 (312—57T) 2 §in? 9 sin 2 + + — (zy)

Estos arménicos esféricos reales, seguirdn siendo funciones propias de L? pero ya
no lo seran de L,.

Esto anterior, es un ejemplo de como dos operadores que conmutan (sz y ﬁz),
tienen un conjunto completo de funciones propias comunes (Armdnicos esféricos), y
también podemos ver como un conjunto de funciones propias de uno de ellos, no tiene
por que serlo del otro (Armdnicos esféricos reales).
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3.4. El rotor rigido de dos particulas

Vamos a hablar de un caso espacial del rotor rigido, el rotor rigido lineal, el de dos
particulas a una distancia fija, que rotan en torno a su centro de masas. (Imaginaros el
caso de una molécula diatémica, en la que la distancia de enlace permanezca constante).

Z

Podemos ver la relacion entre las propiedades cuando hablamos de translacion
(particula en una caja) y rotacién de dos particulas:

Translacion Rotacién de 2 particulas
masa m I =myr? + mori = pR* | momento de inercia
velocidad v w=v/R velocidad angular
momento lineal p=m-v L=1-w momento angular
Ener. Cinet. translacién | T' = mT"ﬁ = % T = % = é—; Ener. Cinet. rotacién

En este caso el Hamiltoniano estara formado tan sélo por la energia cinética rota-

cional y sera:

.12
H=="
21

Sus funciones propias seran las del operador L?, que son los arménicos esféricos que

Ya conocemos:

YJJ\/[(&,SD) JZO,L

Respecto a su espectro, F; = ;LjJ(J—I— 1)=BJ(J+1)
donde B es la constante rotacional B = %, y por lo tanto, todos los niveles con el
mismo J y distinto M tendran la misma energia (degeneracién 2J+1)

J=3
J=2
J=1
J=0

Es  =12B
E27~~- - 63

Ei11=E =28

E()Q:O

)

3\

AEs1, =2(J+1)B

1 1/2
Vo =Yy = <E)

M=—J—J+1,...,]




Capitulo 4

Atomos hidrogenoides.

4.1. El problema de dos cuerpos. Separacion del

movimiento.

Un atomo o i6n hidrogenoide consiste en un electréon de masa m,. y carga —e y
un nucleo de masa m, y carga +Ze. es decir un sistema formado por dos particulas
ligadas, que se mueven en el espacio. Y hemos separado el movimiento total en dos
componentes, la externa y la interna, tal que :

1 2 2 2
E= W(PXC]W + PYCM + PZCJW> +
siendo
M = my + me

mixi + Mok
XCM _ 141 242

my + mo
v — My + Moy
cM — ———

my + Mo
miz1 + Mozo
oy = ———

mq +m2

1
M(pi +po+ )+ V(z,y, 2)

mimes

my + mo
=Ty — X1
Y=Y2—U

Z =29 — 21

Si consideramos el caso de un potencial central, que es el que nos encontraremos en
el caso de atomos hidrogenoides (un nicleo y un electrén), y tomamos como referencia

las coordenadas del ntcleo, entonces
Moy = my +me

MNIN + MeTe

Xov =
my + Me
myYn + MeYe
my + Mg
MNZN + MeZe

my + Me

45

myme

my + Me
T =22, — TN
Y="Ye — YN

Z =2 — ZN
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siendo la distancia entre la dos particulas :

r= (a2 +y2+2%)2

Si escribo R
HY = EV
con
H=Tey+T,+V — L h2v2\11+f/( YU = BV
pr— —_— P /’n —
M Iz OMens Rcm 2T
R, 2, -
——V v ——Vit+V v =FEV
2Menr Rom™ T ( T " (7‘))

Si puedo separar el hamiltoniano en suma de hamiltonianos, la funcién sera producto
de funciones:

\IJ(XCMa YCMa ZC’M7 z,Y, Z) - \IJ(XCMa YCMa ZCM7 r, 07 90> = (I)((XC]\/Ta YC]\»Ta ZCM)W(T, 67 90)

con lo que:
12, 6, e ;
_—@D( ?) v%{cM(I)<XCM;YCMaZCM)+(I)<XCM7YCM>ZCM> —5- Vi + V() ) 9(r,0,¢0) =
2Mon 2

E<D<XCM7 YCM7 ZCM)w(ra 07 (10)
Dividiendo por ¥ = & - ¢, llego a que

2
h 2

_7V (I)(XC]\L YC]\/fa ZC]\J) - Elq)(XCZ\J; YC]\J: ZCAM)
2M e

RcwMm

2 N
(_;i_uvf + V(r)) Y(r,0,p) = Ex(r, 0, ¢)

por lo que F = FE; + E5 y donde la primera ecuacién representa el comportamiento
de una particula libre (F; serd su energia cinética), para un sistema hidrogenoide, su
movimiento libre por el espacio, y la segunda el movimiento interno de dos particulas
ligadas por el potencial V(r), cuya solucién es la que nos dard las caracteristicas del
sistema y su energia interna.

(Démonos cuenta de que, para el caso del hidrégeno, lo que se mueve entorno al
origen (el nicleo) no es el electrén, sino un ente abstracto cuya masa es la masa reducida
del sistema).

4.2. El atomo de hidrégeno.

El atomo de hidrogeno, o cualquier atomo hidrogenoide, representa el sistema de
interés quimico mas sencillo en el que estemos interesados en conocer su estructura, a
partir de la aplicacién de la Mecanica Cuantica.

En este sistema de dos particulas, una tiene una carga negativa ¢ = —e y masa m.,
mientras la otra (el nicleo) posee una carga positiva ¢ = Ze y una masa my
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Légicamente estas particulas estan ligadas por un potencial Culombiano

~ 762
Vir)=-2%

r

(Hay que considerar la Constante de Coulomb y su valor para unidades SI en el
vacio, =—Nm?/C?, donde gy = 8.85 x 107*F/m es la permisividad del medio en el

vacio, por lo que en dichas unidades del SI, e =

—(47r€0)1 =, donde €’ es es la carga del

~ 2
electron en culombios, y V(r) = — Aj:w.

Como acabamos de ver, tenemos, por un lado el movimiento externo, referido a la
masa total y al centro de masas (gravedad) y por otro el interno, que es el que nos

interesa.

La masa reducida, para este caso concreto sera:

mMeMy,
ILL = - "
Me + My,

(Si calculdis la relacién que existe entre p y la masa del electron m,, para el caso
mas desfavorable, es decir para el caso en haya mayor diferencia, que es el caso del
dtomo de hidrégeno, veréis que y1 = 0.9995m.. Considerad que T2 = 1836.153). Asf se
simplifica usualmente el problema considerando que se mueve el electrén alrededor del
nucleo, que permanece hipotéticamente fijo.

4.2.1. Separacion del momento angular.

Calculemos la energia correspondiente a este movimiento interno. El hamiltoniano
vendra dado por la expresién:

oo g (PP
5V V0 =g (g4 g ) + O

y el operador V2 se puede escribir en coordenadas polares de la siguiente manera:

a

1[0 0 1 0 0 1 02
2 _ L+ |09, 920 L T
V= L?r(r or +sen eae(sen 089> sen%’@gﬂ}
110,,0, I
= [W o)
con lo que H se podra escribir como:
. R?1|0,,0 L2 ~
H="g [W o) | TV

El siguiente paso para intentar resolver la ecuacién H 1 = F1 es intentar separar
las posibles dependencias entre variables independientes:

v 1 20 5,00
H = 2 {h 87’(T 87") L(@,cp)]—i—V(r)
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~ 1 ~
H=— [DT—LQH, +V(r
3z [D0) = L2(0.9)] + V()

Antes de seguir adelante, comprobemos que H y L? conmutan, lo que nos permitird
obtener funciones de onda propias comunes a los dos operadores, y por lo tanto, conocer
la energia y el modulo del momento angular:

182 = (5 (Btr) ~ 120,00+ V1)) 0. 9) =

— L 2 T2
- 2/LT2D(T)L (97 90) +

~ ~

L2(0,0)L2(0, ) + V(r)L2(0, ¢)

24112

y €cOmo D solo depende de r, y L2 de 6 y ¢ , siendo todas ellas variables indepen-
dientes, pues conmutaran y tendremos que serd igual a :

1
24112

A

L*(0,9)D(r) + =—L*(0, ) L*(0. ) + L*(0, )V (r) = L*H

2412

= [H,I’]=0

Luego conmutan, y si conmutan, pues podré tener un conjunto de funciones propias
comunes para los dos operadores, con lo que podremos conocer exactamente la energia
y el médulo del momento angular. Lo mismo pasa con L., por lo que podremos conocer
también la componente z del momento angular.

No debemos olvidar que las funciones propias de H deben presentar no sélo una
dependencia en los angulos de que dependen los armonicos esféricos, sino que también
dependera de r, v seguird siendo funcién propia de L, y L? , asi pues, puedo escribir
funciones propias del tipo :

Y(r,0,0) = R(r)Y (0, ¢)

y obtendré funciones de estados del sistema estudiado, de las cuales podré extraer
informacion precisa de su energia, y del modulo y la componente z su momento.

Asi pues,
Hip = —27:”,2 [b( ) — L0, 90)] R(r)Y (0,¢) + V(r)R(r)Y (0, ) = ER(r)Y (0, )
o [V (0.0)DIR) — ROVE6,0)Y (6.9)] + Y (0, )V ()R() = By

= 2mr®Y (0, 9)(E = V(r)R(r) + Y (0,)D(r)R(r) = R(r)L*(6, )Y (0, 0) =

y dividiendo por ¥ (1,8, p) = R(r)Y (0, ¢):
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1 2 ~ 2 T
o) 2mr*(E — V(r)R(r) + D(T)R(r)] = L8, )Y (6, ) = Cte

De donde se obtienen dos ecuaciones :

1) L6, 0)Y (6,9) = CY (6, ) (4.1)
2) [2mr*(E = V(1) + D(r)] R(r) = CR(r) (4.2)

La ecuacién ya la tenemos resuelta, y su solucion son los armonicos esféricos:

LY, (0, 0) = 1(1 + 1)R?Y}n (6, ) 1=0,1,2,3,...y —1<m<lI
por lo tanto C' = [(I + 1)h?

Si ahora sustituimos este valor en la ecuacién [.2] y definimos el tipo de potencial
que liga al sistema, podremos resolver dicha ecuacién y obtener un solucién general (en
un proceso un tanto complejo).

A

[2m*2(E V() + D(T)} R(r) = 1(1 + 1)R*R(r)

o) = _\/(22)3 L A2 e

nag ) 2nf[(n+ 1)!3
2Zr 9 2uk
p = n—aO:2047“ @ =—
d’ a ., _
Z0) = g5 (epdpfp% p)

tal que L:(p) es el polinomio asociado de Laguerre y en la solucién, se encuentra
que n debe ser un nimero entero mayor que cero, que cumpla la siguiente relacion:

n—1>1>0 0 n>1+1

Esto pone de manifiesto que las ecuaciones [£.1] y [.2] no son tan independientes ya
que se relacionan a través del niimero cuantico que tienen en comun: [.

4.3. Enmnergia del atomo de hidrégeno. Niveles de
energia.
De todo esto tenemos que

_ pze? YA ) 2uE
- ahk? N n
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N ,uZ2e4_ z*epe® 77 77?1
T om2R2 22 R 2n%2a0 2ap  n?

que es la energia obtenida por Bohr, donde se ha considerado que

h2
(IOZE

En el SI, tendriamos que arrastrar la permisividad: e = 77, donde €’ es es la

e/
(4meo)
carga del electrén en culombios.

En -

,UZQS/A' ap = 47(‘5()h2
8=3h?n?
La energia siempre es menor que cero, son estados enlazantes. lo bueno es que esta

vez se ha obtenido de una teoria fisica unificada, de la cual, cuando conseguimos la

funcién de onda podemos obtener cualquier otra propiedad.
Para el hidrégeno, Fygp = —13.605 eV. (1 eV = 1.6022 - 10717 J)
La diferencia energética entre dos estados, p.e. el 1y el 2:

7% (1 1
E2 — El - 2 (—2 — —2)

je’?

Dado que % = 2, para el hidr6geno, y dividiendo por hc tendremos la constante de

Rigtbert (Ry) en ecm™* (109677.6 cm™1).

4.4. Funciones de onda del atomo de hidrégeno.

Como ejemplo, para la funcién Ryo(r) tendremos:

Rul) = NuTlp) [ (p=22)  p=2ar

nag

2z\* 1 |° 1
(a_o) 2(1!)3] p°Li(p)e 2’

Rm(?”) = —

3/2 N 3/2 N
rol) =2 (2) W 2 (2) ek

Qo Qg

La siguiente tabla muestra las funciones radiales para diversos valores de n y I,
tomada de H. Fyring, J. Walter y G.E. Kimball, Quantum Chemistry. FEd. John Wiley,
N.Y. 1944:
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3/2
_ _ Z —Zr
<@170 = ¢@15 =2 <%> e r/ag
1 Z 3/2 Z Zr/2
g — g — L £ _ 4T ) p—4r/2a0
JZQ = J?Qs =3 (ao) (1 an) (&
1 Z 5/2 Zr/2
9 = % —= — —4r/aao
jg 1 jgp G <a0> re
7 7 2 A 3/2 97 _ 18Zr 27272 —Zr/3a0
30 = 35 = 313 <7> < ~ e T Py )c
4 Z 5/2 Z Zr/3
: = n = —=_ [ £ 6 — £- —4T/9a0
%‘3’1 %37, 816 (ao) (6 ao) re
4 Z 7/2 2,—Zr/3
< — < — — o —4T/9a0
(%572 (@Jd S1v/30 (ao) ree

Y ahora ya en forma completa, las funciones de onda de los estados hidrogenoides,
vendran dadas por la expresion:

\Ilnlm(r7 97 90) = '%n,l(r)yim(ea 90)

2Z\" (n—1-1)!
(nao) 2nin + )13
1 [0+ 1)1— | m]|)
ﬁ[ Ar(4 | m |)!

1
2
'L (p)e 2

\Pnlm(ra Ha 90) - -

} P, (cos 0)e™?

que son funciones propias de H, L? y de L., con los siguientes valores propios:

B - 2262: 7% 1

2a0n? 2a0 n?

IL| =Rll(l+1))7  L.=mh

y alos nimeros n, [ y m se les denomina niimeros cuanticos, al primero PRINCIPAL,
el segundo ORBITAL vy el tercero MAGNETICO, y ya conocéis sus restricciones :

n=1,23-- 1=012-- 0<l<n—1 |m|<I

Estas funciones se denominan orbitales. El nombre se lo deben a Miilliken, y se
extiende a cualquier funcién mono-electrénica, no sélo en el caso de sistemas con un
unico electrén, sino para cualquier otro sistema atéomico o molecular.

Los orbitales estdn definidos por los tres nimeros cuanticos: n, [ y m;. Los de un
mismo n forman una capan =1— K ,n=2— L, ... M, N, (Dado que la energia
depende sélo de n, los orbitales de una capa tienen la misma energia); a los de un
mismo [ se dice que estan en una misma subcapa : [ =0 — s, l=1—p, =2 —d,
l=3— f, ...y luego pues se explicita a su vez el niimero m, asi p_; 0 py1 0 po.

Estas funciones tienen una parte imaginaria en los armonicos esféricos, por lo que
habitualmente se trabaja con funciones de onda reales, con los armoénicos esféricos
reales ya vistos, y asi usualmente se denominan con el nimero n, la letra asociada a [,
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y el subindice de la proyeccién del armoénico esférico, p.e: 2p,, 2py ,2p., 3dyz, 3dy2_y2,
3dyy, 3d.y, 3d.2.

372
_ _ 1 (z -z
Wigo =1, = 7 (%) e~ Zr/ao
3/2
\Ij — \I] _ 1 Z / 2 . Zr —Zr/QaO
200 — 2s - e ll_O E e
5/2
Voo = U _ 1 (z)Y re=4r/200 cog §)
210 = VYo, = 175 o
5/2
Uy, = U _ 1 (z)7 re=47/290 gin f cos
21x — 2pm - 4\/§ ao SO
5/2
Uy, =W _ 1 (z)Y re~%47/200 gin § sin
2ly = 2py - 4\/% ag 90
Wapg = U = 2 A e 27 — 184r 4 222r2 e—4r/3a0
300 = 3s 81v3m \ ao ag a(z)
5/2
= — 2 Z _ Zr —Zr/3aq
Ws10 = Wsp, = &m (ao) (6 ao) re cos 0
5/2
— 2 g — ﬁ 7Z7‘/3a0 :
\11311‘ - \113171 — Slﬁ (a0> (6 C’«O) re SIDQCOSQD
5/2
_ _ 2 (z _ Zr —Zr/3ag o .
U3y = Vs, = s <a0> 6 ao) re sin # sin ¢
7/2
_ o 1 Z 2 —7Zr/3a 2
W30 = Wsa, = 5o (a—o r2eZ7/30 (3cos? 6 — 1)
7/2
U T 212 [z / 2¢=2r/3a0 gipy ) 0
3202 = Y3d,. = 5ivr \a ree sin 6 cos 6 cos
7/2
U, = U _ o2 (z)Y r2e=27/30 gin  cos H sin
32yz = ¥ 3dy: = 817 \ao ®
7/2
= _ 1 z 2 —Zr/3a0 oin2
V3022 = \I'3dzz_y2 = 3ven (a_o) r2e=%47/3% sin? f cos 2¢p
7/2
= _ 1 Z 2 ,—Zr/3a0 oin2 .
Wsoay = Vsa,, = v <a0> ree sin® 6 sin 2¢

4.5. Orbitales hidrogenoides y densidad electroéni-
ca.

Comentemos algo la soluciéon completa de los a&tomos hidrogenoides. En principio,
el cuadrado del modulo de la funcién esta relacionada con la densidad de probabilidad,
en el sentido de que el electrén, definido por el orbital Wy, (.6, ¢), se encuentre en
un elemento de volumen infinitesimal d7 localizado en el punto (r,0,¢) , es:

| [P= U0 =| W (1,6, ) |*

En coordenadas polares

dr = r’dr senfdfdyp

y asi la densidad de probabilidad de encontrar el electrén en una capa esférica de
grosor dr y a una distancia r del nicleo serd la integral en 8 y ¢ sobre todos sus posibles
valores:
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T 27
/ / | Uotim, (1,0, ) |2 r? sin OdOdpdr =
0=0 J p=0
T 27
/ / | Roi(r) || Yim (0, ) |* % sin 0dfdpdr =
0=0 J p=0

T 21T
v2 | Roa(r) |2 dr / / | Vi (6, ) [2 sin 0d0de — 12 | Rou(r) 2dr
0=0 J =0

ala cantidad 72| R,,;(r)|? se la denomina funcién de distribucién radial, y proporciona
la probabilidad de encontrar el electrén descrito por la funcién R,;(r) en una esfera
de radio interior r y exterior r + dr. Logicamente, la integral de dicha funcion de
distribucion radial entre 0 e co me dara la probabilidad de encontrar el electron en el
espacio, que sera 1.
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R(r) para el H
2,00

1,75

ki

N R() (1s)
R(r) (2s)

1,50+
N\ R() (2pz)

1,251
1,001
0,754
0,50+

0,25

0,00_/ e e

-0,25 T T T T T
0,0 2,5 50 7,5 10,0 12,5 15,0

r(u.a.)

Funcidn de distribucion radial del H
0,55 -

0,50 <
045- R (29
0,40 - \ PR(r)? (2p2)
0,35
0,30 1
0,251
0,201
0,15
0,10
0,05

0,00 . .
0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 12,5 15,0

r(u.a.)
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Funcion de distribucién radial - Hidrégeno

0,55
0,50 1
0,45
0,40
0,351
0,30 1
0,25 1
0,20 1

P(r)

N\ PR(r)? (1s)
\ P*R(r? (2s)
N\ r*R(r)? (3s)

0,15 1
0,10
0,05

0,00
0,0

1,10 1
1,001
0,90 -
0,80
0,70 1
0,60 -
0,50

0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

0,0

]

2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0

r(u.a.)

Funcion de distribucidén radial - Helio+

|

N\ r2R(r)? (1s)
N\ rZ*R(r)? (2s)
\ rZ*R(r)? (3s)

6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0

H 1 ] Ll

r(u.a.)

20 4,0

1 1

En esta direccién tenéis una representacion de los orbitales y de sus distribucion
radial: http://www.falstad.com/qmatom/


http://www.falstad.com/qmatom/
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La distancia méds probable sera aquella para la que tenga el maximo, y para el 1s,
este maximo se da a una distancia que es precisamente el radio de la érbita de mas
baja energia de la teoria de Bohr.

(r) = (r|T) — %[37@2 U1+ Dla,

0P
or
En la gréafica tenéis otras representaciones para los orbitales 2s; en las que se ve

como aparece un nodo (en la 3s aparecerian dos), y como el mayor maximo se desplaza
a distancias mayores del nicleo. El nimero de nodos es n-1.

Pyy(r) = 4mr?e™" = Cte(2r—2r?)e™® — Parar = 0,7 = 1 y 7 = 0o es nula.

La representacion de la funcion de distribucién radial para los 2p, 3p y 3d estan en
las otras graficas, y vemos como aparecen n — [ — 1 nodos.

La forma en que se representan los orbitales atémicos es variada, las mas usuales son
las de emplear diagramas de sombreado proporcionales a la amplitud de la probabilidad,
o representar la superficie para las cuales se tiene que dentro de ellas la probabilidad
de encontrar el electrén es del 90 %, o el 99 %.

Respecto a la forma de los orbitales, los p, ya no tienen una simetria esférica como
los s, si bien el orbital p,(m; = 0) no presenta dependencia en ¢ , y tiene simetria
respecto al eje z, y es a lo largo de este eje donde presenta su maxima densidad de
probabilidad. La forma de estos orbitales, asi como la de algunos d estan en cualquier
libro de texto (Ver p.e. el Atkins, o figuras del cap. 6 del Levine.) El

ml:—3 ml:—2 ml:—l ml:O mlzl ml:2 ml:3

Cuadro 4.1: Representacion de los armoénicos esféricos reales, tomados de la pagina del
Grupo de Quimica Cuantica de la Univ. de Oviedo, que ya no funciona.

Wer y analizar la funcién de densidad de probabilidad del orbital 1s junto a la energia potencial
v la energia total de dicho estado, para el Hidrégeno.


http://web.uniovi.es/qcg/harmonics/harmonics.html
http://web.uniovi.es/qcg/harmonics/harmonics.html
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4.6.

Unidades Atdémicas

Quimica Cuantica y Espectroscopia

Antes de seguir con otros sistemas mas complejos, es conveniente introducir un
sistema de unidades adimensionales, utilizadas usualmente en Quimica Cuantica, en
donde la longitud, la masa, la carga, el tiempo, la energia y el momento angular se
expresan en unidades llamada UNIDADES AT()MICA.

Asi tenemos :

u.a. carga e = 1.60217653-10"Y* C

u.a. masa Me = 9.1093826 - 1073 kg

w.a. longitud ap =l = 05201772108 A

u.a. energfa (hartree) Ej, = mi% 27.211397 eV = 43597482107 ]
u.a. momento angular h = 1.05457266 - 1073* J.s.

w.a. tiempo = = 2418881077 s

Cuadro 4.2: Tabla de unidades atémicas.

Asi, la energia del estado fundamental del H seraP}

Z%e?
2- 12a0

= —0.5 hartree = 13.6057eV = 1312.75 kJ/mol = 313.752 kcal /mol

Como norma, se sustituye en las expresiones cuanticas, cada me, ag, h y e por 1.

Y podremos expresar la energia potencial como V(r) =

2
T:_<h
2m,

2Datos tomados, en su mayoria, de \Booklet of Particle Physics, AIP

3N4 = 6.0221367 - 10%3

)

2

V2 = —% hartree

Z

r

u.a. y la energia cinética


http://pdg.lbl.gov/2007/reviews/consrpp.pdf
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4.7.

Evidencia experimental del momento angular
intrinseco o espin

Estructura fina del espectro de emisién del hidrégeno.

El tratamiento mecano-cuantico realizado en las secciones anteriores es incom-
pleto.

Debido a diversos términos adicionales no incluidos en el Hamiltoniano se produce
el desdoblamiento de las correspondientes lineas del espectro conformando su
estructura fina.

Experimento de Stern y (Gerlachl, En 1922 estos dos cientificos observaron que, al
hacer pasar un haz de atomos de plata o alcalinos a través de un campo magnético no
uniforme, se separaba en dos haces simétricos en la direccion del campo.

Dicho experimento no podia ser explicado a partir de la Mecanica Clédsica — el
desdoblamiento debia ser continuo y simétrico respecto a la direccion original del
haz.

Tampoco podia ser explicado mediante la Mecanica Cuantica desarrollada hasta
el momento pues seria necesario que el momento angular fuese distinto de cero,
cosa que no sucedia para los atomos en cuestion.

Para justificar los resultados experimentales anteriores Uhlenbeck y |(Goudsmit pro-
pusieron en 1925 que, ademas de su momento angular orbital:

El electron tiene un momento angular intrinseco denominado momento an-
gular de espin o, simplemente, espin.

En ocasiones se justifica el espin considerando que el electrén es una esfera car-
gada que rota (en inglés “spin”) alrededor de su eje.

Sin embargo la imagen anterior es erronea pues el momento angular de espin no
depende de los grados de libertad espaciales.

El espin es un grado de libertad intrinseco de toda particula microscépica que no
tiene analogo clasico, siendo un concepto puramente mecano-cuantico.

Surge de forma natural del tratamiento mecano-cuantico relativistal desarrollado
por Dirac en 1928.

La complejidad de dicho tratamiento obliga a introducir el espin en Mecéanica
Cuéantica no relativista mediante una serie de postulados adicionales a los del
Tema 1.

Se postula que el momento angular de espin tiene asociado los correspon-
dientes operadores S?, S;, S,, S, que estén relacionados segin

S? =524 52+ 52 (4.3)


http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1943/stern-bio.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Walther_Gerlach
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Uhlenbeck.html
http://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/spin/goudsmit.html
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1933/dirac-bio.html

60 Quimica Cuantica y Espectroscopia

y obedecen las siguientes reglas de conmutacion:

[5:5,] = ihS,  [S.5% =0
15,5.] =ihS,  [5,5% =0

15.5,] =ihS,  [5.5% =0
y sus valores propios deben cumplir:

~

Sz\Ijsms :mshlllsms ms = —S8, —S+1,...,S

PR

N 1
S2W,,, = s(s+ 1)h*V,,,. s =0, 2’ 1,

N W

de manera que el electron posee un momento magnético intrinseco dado
por

—

g = — (e 4.4
Hs 9 2mec ( )

donde g. = 2,0023 es el denominado factor de Landé o ratio girodindmico
del electrom.

Ahora bien, la experiencia indica que sélo puede presentar dos orientaciones, y ya
que —s < my < s, variando m, de unidad en unidad, el valor de s no puede ser
entero, ya que tendria un nimero impar de rotaciones, y el inico valor que puede tener
es %, luego el valor propio de S? sera:

N 11 1
2 2
U, = =(=+ 1)A°W = -
S S§Mes 2(2 + )h SMs | S | 2 \/gh
y dos posibles valores para S.:
. 1 1 1
z\psm =+ \Ilsm s — 3l —3
S . 2h . m 2h 2h

Consecuentemente, tendremos de dos distintas funciones propias, a las que deno-
minaremos « y (3, y estas funciones solo pueden depender de una variable intrinseca,
del espin 0. Ademsds, estas funciones seran ortonormales,(pues S, es hermitico y tienen
distintos valores propios).

o = \111/2,1/2 ﬁ — \111/2,71/2

ya que ambos operadores conmutan estas funciones lo serdn de S, y S*:

/a2dazl /BQdazl

y por supuesto, podemos considerar los operadores escalera y ver como actiian, asi
como obtener el resultado de la aplicacién del operador componente S, S, :
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S,8=C.a=ha S.a=C_B=h

Para acabar, decir que un electrén con espin § se comporta de un modo semejante
al que lo haria un momento magnético pj

Toda particula fundamental posee un espin especifico.

Bosones: tienen espin entero. Ejemplos: piones (s = 0) y fotones (s = 1).

Fermiones: tienen espin semi-entero. Ejemplos: electrones, protones y neutrones
(s =1/2).

El momento magnético de espin del electron fig y la cuantizacion anterior explican
la estructura fina de los espectros y la interaccién con campos magnéticos, como en el
experimento de Stern y Gerlach.

La funcién se describird como ¥(z,y,2,0) = Wy, () 0(ms) v se denominard
espin-orbital.

Como H es independiente del espin, la funcién que incorpora la coordenada de
espin, sigue siendo funcién propia de H y con el mismo valor propio.

Se nos va a duplicar el nimero de estados con la misma energia , la degeneracién
pasa de n? a 2n2.
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Capitulo 5

Métodos aproximados.

Dificultad para resolver HU = FVU en sistemas mul-
tielectrénicos.

Hasta aqui hemos hablado de problemas para los que hemos podido encontrar so-
luciones exactas, pero creo que los que hemos visto forman la lista de todos o casi
todos los tipos de problemas fisicos en que eso ocurre. Por desgracia al complicarse las
interacciones, al aparecer tres o mas cuerpos interaccionando, el problema no se puede
descomponer exactamente en partes resolubles, es por esto que hay que buscar alguna
alternativa para seguir adelante.

= Hasta el momento hemos estudiado sistemas en los que es posible resolver analiti-
camente y de forma exacta la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

= Sin embargo, para atomos y moléculas con dos o més electrones la presencia del
término de repulsion bielectrénica impide que el Hamiltoniano sea separable; por
ejemplo, para el atomo de Helio se tiene que:

~ 1 1 2 2 1 . -
H=--V} —=Vi —— =+ —=h(1)+h2)+ —
2" 27@ . T2 " 712 (1) +A2)+ T'12
= Debido a ello la ecuacion de Schrédinger no se puede resolver analiticamente.

= En estos casos es necesario recurrir a técnicas matematicas para obtener una
solucién aproximada a dicha ecuacion.

» Para los estados estacionarios de un potencial independiente del tiempo dos de
las mas usadas son:

e Fl método variacional.

e La teoria de perturbaciones independiente del tiempo.
Esto no implica que las soluciones exactas no existan, solo que no podemos encon-

trar una expresion analitica para la funciéon de onda, como hemos encontrado para el
Hidrégeno.

63
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5.1. Métodos de variaciones.

Se basan en el principio variacional, y pretende llegar a una funcién lo més préxima
posible a la solucion exacta del sistema estudiado, partiendo de una funcién de prueba

modificable.

5.2. Principio variacional.

El Principio variacional dice que "dado un sistema cuyo hamiltoniano es H,
si ¢ es cualquier funcién normalizada que se comporta bien y satisface las
condiciones de contorno, o condiciones limite del problema, entonces:

(6|f1]¢) > Ey

siendo Fj el autovalor mas bajo posible de H”

Es decir, esto nos indica que cualquier funciéon normalizada definida bien para un
problema, nos va a proporcionar un valor esperado de la energia mayor o igual que el
valor exacto de la energia del estado fundamental.

La prueba de este teorema es muy sencilla. Consideremos que la funcién esta nor-
malizada :

(6 H—En|o)=(6|H|6) = (6] Eo| ¢) = (6| ] 6) - Ey

si expandimos ¢ en una serie de autofunciones de H , {¥,}, tendremos:

<¢|]:—’—E0|¢>:<Zci‘1’i|ﬁ—Eo’ZCJ“I’J'>:

<Z iV | Z(Ej — Ey) | ¢;V5) = ZCE‘Q(E@ — Ey)

tenemos que cfc; > 0, y por definicién: E; > Ej, luego:

(| H—Ey|¢)>0=(¢|H|¢)—Ey>0= (| H]|¢) > E,

y E = Ej so6lo si ¢ = Uy,

El método variacional, o aplicacién de este teorema es igual de simple, en principio.
Se toma una funcién de prueba normalizada ® que dependa de uno varios pardametros
(A1, A2, ..., An). Se obtiene la funcién INTEGRAL VARIACIONAL:

(@ ‘F[‘(I))
W) = g

que dependera de esos mismos parametros, y se minimiza la funcién W (‘g—‘;\‘j = 0),
respecto a los parametros, con lo que el resultado sera el mas préximo al mas bajo
autovalor, y la correspondiente funcién ® sera una aproximacion a la correspondiente
autofuncion.



V-Métodos aproximados. 65

5.3. Funciones variacionales lineales: Ecuacion se-
cular.

Esta aplicacién del método variacional solo da informacién sobre el estado funda-
mental (Ey y Uy), nos interesa ver si es posible extenderlo a la obtencién de las energias
y las funcién de onda de estados excitados.

Un tipo de funcion variacional ampliamente utilizada es la funcion variacional lineal,
que es una combinaciéon de n funciones linealmente independientes:

n
p=cafitcfot. .. tenfn= Zcifi
(2
donde ¢; son los coeficientes a obtener por métodos variacionales, y donde f; cumple las
condiciones limite del problema, es decir estan bien condicionadas. Nos limitaremos en
el tratamiento al entorno de las funciones reales, es decir con funciones y coeficientes
reales, aunque el resultado es ampliable a complejos.

Tenemos que

(@] ¢) = Zc]fngckfk =D cialfi | ) =D cienSi
7 k J k

n

G1H6) = eify |HID afe) =Y. cionHj
J k ik

El valor esperado de la energia , o INTEGRAL VARIACIONAL, sera:

(0| H | ¢)
(0] ¢)

hemos de minimizar W, que dependera de n variables {¢;}:

W Z Z CjCijk = Z Z CjCkij
J k J k

Una condicién necesaria para que sea minimo es que :

W:

ow
0ci
y haciendo la derivada respecto a cada uno de los ¢;, tendremos n ecuaciones:

ZZCJCkSJk+W Zchcijk = 80 Zchck

=0 Ji=1,2,....n

pero

a n n n n a
e Z Z cicrSjk = Z Z %(Cjck)sjk =
L k j k !
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U dc; Ocy,
zj: zk:(cka_ci + Cj8_q>sjk

y como los ¢; son variables independientes, tan sélo para ¢; = ¢; se verifica que

9% — 1, mientras que el resto serd igual a cero, o sea: 24 = §;;, luego
dc; ’ ’ * de; i

% Z Z CjCijk; = Z CkSik + Z Ciji
ik k j

Pero S;; = S73;, y si las funciones son reales, entonces S;; = Sj;, por lo que

Jv
% ZZCjcijk = 2ZCkSzk
ik k

Igualmente, para el termino de la derecha, ya que H es hermitico:

% ZZCjCkij = QZCksz
ik k

W — 0=

asi pues, si S
T

QWchSik:2chHik parai=1,2,...,n
k k

n

Z:[(Hz — SuW)eg] =0 parai=1,2,...,n
k

tenemos un conjunto de n ecuaciones con n incégnitas, las cuales para tener una
solucion distinta de la trivial, debe tener el determinante de los coeficientes igual a
cero, (el determinante de los coeficientes de las n variables debe ser nulo):

que se conoce con el nombre de determinante secular.

El desarrollo del determinante nos proporciona una ecuacion algebraica de grado n
en la incégnita W, que légicamente tendra n raices (que serdn reales), que se pueden
agrupar en orden creciente:

Wo <Wy <Wsy...... < Why

y si enumeramos los estados del sistema en orden de energias crecientes:

Ey<E <Fy..... < B,

por el teorema variacional ( o de Eckart) , Wy > Ey, pero ademés, MacDonald
demostro que E1 S Wl, E2 S W27 ceey En,1 S Wn71~

Si ahora queremos la funcién de onda de cada estado (m), debemos sustituir en las
ecuaciones originales:
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n

Z [(Hi — SixWin)ekm| =0 parai=1,2,...,n
k

el valor W, del estado m en que estemos interesados y obtener los coeficientes,
que como ya vimos, nos quedardn en funcién de uno de ellos, y para determinarlo
recurriremos a normalizar la funcién.

5.4. Teoria de perturbaciones.

Los métodos perturbativos parten de la solucién conocida de un problema simple,
y por la consideracion de ligeras perturbaciones en el sistema, intentan obtener una
solucion para su sistema real, como es logico la principal suposicion es que dicha mo-
dificacién va a ser pequena comparada con el sistema original, ya que sino, la solucion
de uno no se pareceria nada a la del original sin perturbar.

Supongamos que tenemos un sistema cuya funcién de onda no conocemos, y tal que
la solucién de la ecuacién [ v, = EV, no se puede resolver.

Pues supongamos que sin embargo, el hamiltoniano de ese sistema H es ligeramente
diferente del de otro sistema H° | tal que la solucién de la ecuacién HOW? = EOQO
es posible de resolver, y conocemos sus soluciones, que seran un conjunto de funciones
que nos definen un conjunto de estados {¥%} cuya energia viene dada por {EY} .

A partir de ahora, vamos a llamar a este sistema, sistema sin perturbar, y al otro
en cuya solucién estamos interesados, sistema perturbado. Tendremos entonces que
H=H+H!
siendo H! la perturbacién que introducimos o debemos introducir.

Lo que vamos a hacer es intentar obtener un relacion entre las funciones propias del
sistema perturbado y las del sistema sin perturbar. La forma de hacerlo es simulando
que la perturbacién se va haciendo paulatinamente, lo cual en lenguaje matematico
equivale a multiplicar la perturbacién por un parametro A y sumarla al hamiltoniano
sin perturbar:

5.4.1. Desarrollo perturbativo de Rayleigh-Schrodinger.

El desarrollo que vamos a seguir se conoce como de Rayleigh-Schrodinger, y se
aplica a estados no degenerados independientes del tiempo. Consideremos

H=H"+\H'
como es logico, para A = 0, el sistema sera el no-perturbado, y después podemos

aumentar el valor de \ hasta A = 1, en que tendremos el H del sistema perturbado.

Claro esta, si el H depende de A | el l6gico pensar que la funcién de onda ¥, y los
valores propios F, dependeran también de A, con lo que los puedo desarrollar en una
serie de Taylor de potencias de A:
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ov,, 0*W A2
U, = )\ -°n .
Voo T30 A |
oE, 0’E A2
E,=F, A\ n -
oo+ 0| A e |,
Por hipétesis, si A =0
v, =V  E,=FE
y si tomamos el criterio de denominar :
k k
gty = Sl L gy OB L
ONF |\ o F! 0N | o F!

entonces :

U, = 0O w4 g@N2 L g®)3 4

n

E,=E9 + EOX+ E@N2 4 E®)3 4

Es decir, la funciéon de onda estara formada por la funcién de onda sin perturbar,
mas unas correcciones de primer orden, segundo, tercero, etc, e igualmente ocurre con
la energia. Sustituyendo en la ecuacién secular:

A

HU, = E¥,
(H° + AEY)(TO TN @N2 L BN ) =
(BO + EOXN+ E@DN2 L BN 1 (00 1 oW\ w2 L gBNS )

(HUO + FOOWN + FOUDN2 ¢ NFWOO 4 WA L e 4 ) =

(EQOWO 4 pOgWx 1 4 EOwON 4 EOwWAZ L EOWONZ )

n n

y agrupando por potencias de A quedara:

({0 — EOwOy L \(HOD + Fo® — EOwD — pO§0)

X(HU? + Aol — EOg® — g _ p@gO)) L 33 ). =0

Como A es un parametro arbitrario, los coeficientes de A deben ser igual a cero por
separado y nos queda :
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HO\IIS)) — 7(10)\117(10)
(HO _ Eflo))\ljg) _ (Er(zl) . [fll)\pglo)
(10— Y — BP0 4 (BD — 1w
La primera ecuacion es la ecuaciéon secular del sistema sin perturbar, cuya soluciéon

conocemaos.

En la segunda ecuacién ya aparecen las correcciones de primer orden a la funcién
y a la energia, tratemos de ver como son.

Tenemos que H° es hermitico, y el conjunto de funciones propias del sistema sin
perturbar formaran un conjunto completo ortonormal, por lo que podemos desarrollar
1 L . .
'Y como una combinacién de dichas funciones:

v =" a0
J

Con lo que tendremos:

n

> a;(H - EMY = (BD — B
J

n

S B - B — (B~ A
J

Si premultiplicamos por NG integramos en todo el espacio:

(W1 D (B = BR) 1) = (W) | (B — 1) | w)
J

0 0 0 0 1 0 0 0 F 0
a0 (BY — BEOYw) | 0y = BV | o) — (wi) | 7Y e

S4B — EDYos = EV6p — (VO | B | 00) =
7

(B = B0) = EDd — (U | £ 00

Podemos considerar dos situaciones, una que m=n , con lo que :

0= B — (0 | 1|00 = B = 1)

nn

Antes de seguir necesitamos hablar de (o sdlo recordar?) la representacion
matricial de un operador para una base dada (Un conjunto de funciones).

P.e.: {¥, Uy, U3} La representacion matricial de un operador, p.e. ]:I, sera
la siguiente:

) Hyy Hyp His .
H— ¢ =\ Hy Hsz Hy [Hij = (Wi | H | V)
Hsy Hszy Hss
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y continuando, para A = 1, en una primera aproximacion:

E,2EY+ELD =0 gl

n nn

La otra posible consideracién es que m # n , entonces:

am(E(O) _ E(O)) - _H;m

y como no es degenerada y m # n, Egg) # E7(10) Y am = E,g»i”Z;g)
Hl
1 _ (0) — ——mn__ (0)
\I]n o Z (J,m\I/m o Z E(O) o E(O) \Dm

m#n m#n n

donde el sumatorio se extiende para todo m distinto de n, asignando al coeficiente
a, el valor cero, ya que la funcién g ya forma parte de la funcion del sistema y lo
unico que haria seria modificarnos el coeficiente, que después habria que recalcular,
junto con los otros para normalizar la funcién total del sistema perturbado. Asi pues la
distorsion en la funciéon de onda esta descrita por la combinacién de todos los estados
del sistema, excepto de aquel en el que estamos interesados. Nos queda que para A = 1:

1

H
~ y(0) mn (0)
v, =204y EORE0 v

m#n

Podemos igualmente considerar otras correcciones de orden mayor, asi por ejemplo
la correccion de segundo orden a la energia:

De nuevo podemos suponer que

v =3 " b0l
J

y sustituyendo esta expresion en la ecuacion tercera anterior:

(7= ENY 0,90 = BP0 + (B — HY)w)
J

S b(EY — B0 = ERDwO 4 (B — AYywY
J

de nuevo premultiplicando por \Ifg,g)* e integrando en todo el espacio:

> (B = B8y = EP S + BV (U | 00) — (U | B | )

J
Si ahora consideramos m=n :

0= B + ED(WD | W) — (0 | 1| ¥D)

y sustituyendo oM por el sumatorio: ), 4n akllfg))
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@O | D) = SO [0 | 1) = a8 =0

k#n k#n

N H! A
ED = () | B WD) =3 gt (e | A )
E

0
oz B - B

(1) 7y (1)
-y
jin L — By

como H' es hermitico, se puede escribir:

E(Z) _ Z |Hkn|2

(0) (0)
k#n En’ — Ek

por lo que

Hl
E, 2EQ+H, +) | — k.
E(O

k#n Ey’
Vemos que para el conocimiento de la correccién energética de segundo orden es
preciso conocer la correccion a la funcién de onda de primer orden; en general, para
conocer la correccion de orden n a la energia, debemos conocer la de orden n-1 a la

funcioén.

5.5. Aplicaciones de los métodos aproximados en
Quimica Cuantica.

« Método Variacional.

e Aproximacion OM-CLOA: Expansion de los Orbitales Moleculares como
Combinaciéon de Orbitales Atémicos. Se aplica en la mayor parte de los
métodos de Quimica Cuantica: Hartree-Fock, Hiickel, Interaccion de Confi-
guraciones, ...)

» Método Perturbativo.

e Correcciones perturbativas a partir de la solucién Hartree-Fock (Mgller-
Plesset)

e (Calculo de pequenas correcciones a la energia:

o Efecto Stark: Modificacién de la energia al aplicar un campo eléctrico,
(calculo de la interaccién de dicho campo con las cargas de los ntcleos
y los electrones)

o Efecto Zeeman: Modificacién de la energia al aplicar un campo magnéti-

co, (calculo de la interaccién de dicho campo con el momento angular
del electrén, tanto orbital como de espin)
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o Estructura fina de espectros: Correccién de niveles de energia debida
al acoplamiento espin-orbita, o a correcciones relativistas a la energia
cinética de los electrones.



Capitulo 6

Estructura de atomos
polielectronicos.

6.1. El atomo de Helio.

De los atomos polielectrénicos, el que tiene menor nimero de electrones es el Helio
y su serie [SO-electrénica, que poseen un ntucleo positivo, que en el caso del He tiene
una carga positiva de 2 u.a., y dos electrones. Hemos de estudiar un sistema de tres
cuerpos ligados entre si por un potencial de tipo culombiano.

Antes de nada, el Helio existe, es estable, y disponemos de ciertos datos experimen-
tales, como son sus potenciales de ionizacién:

Plgy. = 24.588 eV = 0.9036 E}, Ply.+ = 54.418 eV = 2.0 E,,

Es decir, que la energia del 4tomo de Helio se puede considerar como —2.9036 Ej,.

El Hamiltoniano, en unidades atémicas y una vez considerado el nicleo en reposo,
(recordar la separacién del movimiento interno del movimiento del centro de masas y
sus implicaciones), lo podemos escribir como:

T — _1y2 _ly2_%2 _ 2 1

que se puede expresar como:

| . 1_, Z

H=h;+h,+ — tal que h)=—--V;— —

T12 2 T;
Es decir tenemos una suma de dos términos correspondientes a cada uno de los
electrones y un término (1/713) de interaccién entre los dos electrones; y este término
va a ser el que nos haga la vida imposible a los quimicos tedricos, ya que por su causa

no es posible obtener soluciones analiticas para el problema:

ﬂ\:[ln('rh 01, p1,72, 02, p2) = E, ¥, (71,01, p1,72,02, p2)

Asi pues no es un problema de seis variables independientes, sino de seis variables
ligadas. Daros cuenta de que conceptualmente no hay ningtin problema, pero si lo hay
matematicamente.

73
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Consideremos como funcién de prueba una solucién de orden cero, que seria
aquella que puedo obtener olvidandome de la interaccion entre los electrones, lo que
implica la consideracién de que los electrones son independientes. Entonces:

HO® = h% + hd U (71, 72) = Py (F1) by (72)
tal que

il’(1)¢’n1 (771) — 5?11 ¢n1 (Fl) ~
) = E®” =¢ +¢&° .y H'®° = E°0°
hpn, () = €}, Pny (72)

y esas ecuaciones ya las conocemos y son las del atomo de hidrogenoide de carga
Z .y sus energias son
Z? Z?

£ _ —— g —_— —_——

i 2n2 "2 2n2

que para el estado fundamental serd : ny = ny =1

E?=—-7?=—4.0 E,

y su funcién de onda por lo tanto tendra la forma:

Z3
\Ilg(Fl’Fz) = ¢13(F1)¢13(’F’2) ey ?e_z(rl+"'2)

Este resultado nos proporciona una energia para el He, que aunque es del mismo
orden que la experimental, (—2.9036 E}), presenta unas diferencias considerables,
(22 38 % de error).

Pero claro, no he considerado la repulsién interelectréonica, y por lo que parece es
importante. Podriamos optar por buscar soluciones simples para suplir esta omisién,
por ejemplo la modificacién de Z, es decir emplear otra Z’ tal que Z’? = 2.9036 =
Z' = 1.70 , que como vemos es distinta de 2. Podriamos buscarle una explicacién
logica a esto, diciendo que un electréon no ve realmente una carga puntual de 2, sino
algo menor, ya que esta apantallado por el otro electron, y viceversa. Entonces, a esa
diferencia entre Z y Z’ es igual a S se la denominaria constante de apantallamiento,
y a Z' la carga nuclear efectiva, con lo que tendria de alguna forma simulado el efecto
de no considerar la repulsion interelectronica. La funcién de onda me quedaria como:

z'?
0(= = -z
\Ill(rral’ 1'42) — ? e (7‘1+7’2)

Y esto nos resuelve el problema para la energia, pero si ahora mido la energia
necesaria para desligar a un electron del resto del sistema, o su potencial de ionizacion,
tendré que es :

Z/2 Z/2
E, =——— E, = —— = —1.4525,
™ omz 7 ! 2

que debe coincidir con su potencial de ionizacién experimental.
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Sin embargo, sabemos que el P.I. = Ey.+ — Eg., donde Eg.+ lo conocemos
exactamente (dtomo hidrogenoide), y vale —2 Ej,, con lo que P.I. = 0.9036 E}, no
1.4557 Ej,.

Por lo tanto, esto de eliminar la repulsion electrénica no nos conduce a soluciones
aceptables, a parte de su particular tratamiento, que no convence muchoE].

Hagamos uso de las aproximaciones ya estudiadas anteriormente, es decir de los
métodos perturbativos o variacionales. Comencemos con el perturbativo, para lo cual
partamos del sistema antes descrito de dos electrones independientes como sistema no
perturbado:

H®O =%+ b3 TR, ) = ¢n1(71) Pna(7a)

donde {¢,} es un conjunto completo ortonormal, tal que

i”(1)¢’n1 (7?1) — E?Ll¢n1 ('Fl) R
=E®" =¢’ +e y  H'® =EW

n

ho®n, (T2) = € ¢n, (72)
y consideremos ahora el H perturbado:

H=H9 + 4’ tal que ff’=1/7‘12

que es precisamente el H de nuestro sistema. Como sabéis:

A 1 5
BY = (WOHE®) = [ 61,081,012 dru(r)on(ra)dndn = 22
12

por lo que E; =~ Ef + Eil) = —4+1.25 = —2.75 E;,, ~ 5.3 % de error.
No es precisamente el experimental, pero ya es del orden y eso que sélo hemos
empleado el primer término perturbativo.

E® = —0.1577 E,, — E, ~ —2.9077 E,

De todas formas, la correccién perturbativa es de un valor considerable respecto al
sistema no perturbado, por lo que su aplicacion en este caso es discutible.

Antes de seguir, repasemos la expresién de la energia, en ella vemos que hay dos
términos mono-electrénicos, y otro bielectrénico, y este bielectrénico, que se puede
escribir de esta forma, para el caso anterior del estado fundamental:

<¢’1s(1)¢ls(2) | 'rllz | ¢1s(1)¢ls(2)> = [¢1s(1)¢1s(1) || ¢1s(2)¢1s(2)] =J

Se denomina integral de Coulomb, se representa por la letra J, y tiene una inter-
pretacién fisica muy clara, ¢* (1)¢15(1) = |¢15(1)|* es la densidad de probabilidad
de encontrar el electrén en un diferencial de volumen d7y, y se puede relacionar con
la carga asociada a esa regién, o densidad electrénica en el punto 7y, por otro lado

!Se podria haber hecho: (¥9|H|®?) = W,y 2% =0
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%, (2)015(2) = |915(2)|? es la carga asociada al elemento de volumen dry , por
lo que la integral J es el valor esperado de la energia potencial de interacciéon de un
electrén en un orbital hidrogenoide ¢15(1), con otro electrén en un orbital ¢15(2), que
este caso son el mismo orbital, pero que bien podrian ser distintos:

(a(1)b(2) | Tllz | a(1)b(2)) = [(a(1)a(1) || b(2)b(2))] = Ja

Volviendo sobre la funciéon de onda empleada, vemos que es un producto de fun-
ciones de onda mono-electronicas, es decir, referidas a una sola particula cada una de
ellas. Este tipo de funciones pertenecen al modelo de particulas independientes ,
y se caracterizan porque no aparece en ellas ninguna variable interelectrénica (r12).

6.1.1. Estados excitados del Helio.

Una nueva cuestién surge si analizamos los estados excitados del helio, y conside-
ramos el modelo de particulas independientes para resolverlo, podemos partir entonces
del producto de funciones ortonormales hidrogenoides:

Q1 (71, T2) = Prytymy, (T1) Prslamy, (TF2) = a(1)b(2)

pero igualmente podemos partir de esta otra:

(1)2("?17 "?2) = ¢n2l2mz2 (Fl)qbnlhmu ("?2) = b(l)a(2)

ya que a ambas les corresponde la misma energia en el sistema no perturbado.

__Z : 0o _ 0o _ 0 _
g, = oz €., — —2 E, €9s = Egp = —0.5 E,

A estas funciones las denominaremos a(1)b(2) y b(1)a(2) respectivamente y las
energlas para el sistema no perturbado serd €2 + €.

Para resolver el problema, podemos aplicar la teoria perturbativa para estados
degenerados (que no hemos visto en clase), o bien la teoria variacional, con dos funciones

de prueba: ®;, ®,,
‘I’(]_, 2) = Clq)l("?la 7?2) -|— C2¢2(Fl, 7?2)

La aplicacion del método variacional nos lleva al siguiente conjunto de ecuaciones
lineales homogéneas:

{ (H11 — ES11)C1 + (H12 — ES12)C2 =0
(Hay — ES3,)Cy + (Hzz — ES22)C2 =0

Y resolviendo el determinante secular:

H,, — ESy H,; — ES;» H,, — E Hi,
=0

H21 - ES21 H22 - ES22 H21 H22 i

tal que
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H = (@) = [ a(b(2) (453 + ) a(p()drdr, =

~ - 1
/a(l)hla(l)dﬁ + /b(2)h2b(2)d7-2 + /a(l)b(2)—a(1)b(2)d7-1d7-2
T12
H11=€2+€2+Jab H22:€2+52+Jab

H,; = <‘I)1I:I‘I)2> = /a(l)b(2) (ﬁ? + il(z) + i) a(2)b(1)dmidr, =

r12

(0 + &) / a(1)b(2)a(2)b(1)drdrs + /a(l)b(Z)rilza(Z)b(l)d‘rlde — K = Hy

JlsZs - 0.4197 Eh K]_S2S = 0.0437 Eh
Jls2p = 0.4855 Eh Kls2p = 0.0342 Eh

de esta ultima integral, el primer término es nulo, ya que los orbitales a y b son
ortogonales,pero el segundo no tiene por que ser cero, y se denomina integral de inter-
cambio K, cuya interpretacion fisica no se puede hacer desde un punto de vista clasico,
es por lo tanto un término cuantico, es como una correcciéon de la mecanica cuantica a
la integral de Coulomb J.

K = (a(1)b(2) | %12 | a(2)b(1)) = [a(1)b(1) || a(2)b(2)]

El determinante entonces queda como:

Hll - ESll H12 - ESlz Hll i H12
H21 - ES21 H22 - ES22 H21 H22 —F
(e +e)+J)—F K
=0
K (€2+ep+J)—E

y sus soluciones son:

(4+ep+J—E)}?—K*=0= (24+e)+J—E+K)(e24+e)+J—E—K) =0
Ef=ed+e)+J+K E_=e+e)+J-K
Volvemos al conjunto de ecuaciones que surgian de la aplicacion del método varia-

cional:
{ (Hll - E)Cl + (H12)02 =0 }
(H21)C1 + (Ha, — E)Cy =0
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Y sustituimos cualquiera de las soluciones encontradas, p.e. E_ :
(€2 +ep+J— (2 +ep+J —K)Ci_ + (K)Coo =0=>C,_ = —C;_

Luego

¥_(1,2) = Ci—(a(1)b(2) — b(1)a(2)) = \%(a(l)b@) —b(1)a(2))

donde el valor de C;_ se ha obtenido por la condicién de normalizacion.
Asi nos queda:

Ey=el+ef+J+K U, (1,2) = Z5(a(1)b(2) + b(1)a(2))
E_ =4+ J—-K U_(1,2) = %(a(l)b(Z) — b(1)a(2))

- Indistinguibilidad de los electrones.

- K tiene un valor positivo menor que J.

En primer lugar, aqui tenéis un caso donde la degeneracién para las dos distintas
funciones de onda del sistema no perturbado ha desaparecido, apareciendo un gap
(salto) de energia de 2K entre los dos niveles en el sistema perturbado

Vemos que la funcién W_ se hace cero cuando 7#; — 7, es decir que en ese punto
¥_(7,71) = 0y la probabilidad de encontrar los dos electrones juntos es cero,
y es un efecto de la mecéanica cuantica, que no tiene nada que ver con las cargas del
electron.

Otra caracteristica que quiero que vedis es el hecho de que mientras la funcién
W, es simétrica respecto al intercambio de dos electrones, la funcién W_ es
antisimétrica:

¥4(1,2) = —[a()b(2) +b(Da()] £

73 [a(2)b(1)+b(2)a(1)] = ¥,(1,2)

-

v_(1,2) = %[a(l)b@)—b(l)a@)] 3 L @b —b@)a(1)] = —v_(1,2)

N

6.2. Principio de antisimetria de Pauli.

Wolfgang Pauli.
Nacido el 25 April 1900 in Vienna, Austria.
Fallecio el 15 Dec 1958 in Zurich, Switzerland
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Hasta ahora, tan sélo hicimos mencién de la existencia de otra propiedad en los
electrones, la cual surgia del tratamiento relativista de la Mecanica Cuantica, y que
explicaba diversos efectos experimentales, era el espin electrénico. E]

Hemos visto que la funcién de orden cero para el estado fundamental la podiamos
escribir como ¥ = ¢15(1) ¢15(2). Para tener en cuenta el espin, debemos multiplicar
la parte espacial por la de espin, y como tenemos el producto de dos electrones, ten-
dremos el producto de dos funciones de espin. Ya que cada electrén tiene dos posibles
estados de espin, es decir puede venir descrito por cualquiera de las dos funciones de
espin ¢ o B, tendremos las cuatro posibilidades siguientes:

a(l)a(2) B(1)B(2) a(1)8(2) B(1)a(2)
¢1 = a(l)a(2) P2 = B(1)B(2)
Ps = a(1)B(2) P4 = B(1)(2)

Pero tenemos conocimiento del momento de espin (modulo y componente z) asocia-
do a cada uno de los electrones, pero el atomo como tal tendra un momento de espin
determinado, que serad igualmente una magnitud vectorial. Logicamente,

S=5+5= (821 + 33}2){"_ (841 + 3y2);+ (821 + Szz)’;;

Sz - (Szl + Sz2) y [S’z7 §z1,] =0

luego si conocemos las componentes z de los momentos electréonicos, podemos cono-
cer la componente z del momento de espin total, que serd la suma de las componentes
z de cada electrdén, asi para la primera funcién que corresponde a dos espines cuya com-
ponente ms = 1/2, la componente total serd la suma de sus proyecciones My = 1; la
segunda funcién corresponde al caso contrario ms = —1/2 para las dos funciones y
M, = —1, y las otras dos tendrén un my; = 1/2y mg = —1/2, por lo que My =0
en ambos casos. Pero estas dos funciones aplicadas por separado a dos electrones los
haria distinguibles, por lo que es preciso aplicar como funcion de espin una combinacién
lineal de ellas.

1
V2

Ademas estd el motivo de que las funciones ¢y y ¢ son también funciones propias
de S?, mientras que las ¢3 v ¢4 no lo son, pudiendo obtenerse funciones propias de
S? si se combinan, tal y como veréis en el siguiente problema: (Ver problema 2.6).

[a(1)B8(2) £ B(1)x(2)]

Bien, tenemos asi cuatro posibles funciones de espin para dos electrones:

2Ver Espin en wiki. Stern y Gerlach (1922) (Ver Experimento de Stern-Gerlach, Uhlenbeck and
Goudsmit (1925), Paul Dirac| (1925) y Klein-Gordon (1926)


http://es.wikipedia.org/wiki/Esp%C3%ADn
http://phet.colorado.edu/sims/stern-gerlach/stern-gerlach_es.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Pauli_exclusion_principle
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funcion Mg
a(l)a(2) 1
B(1)8(2) —1

Lla(DBR) +B1)a@)] 0
Ta(1)8(2) — BL)a(2)] 0

de las cuales las tres primeras son simétricas respecto a la permutacién de los
dos electrones, y son funciones propias de S2 con valor propio § = 1, y de S con
Mg = 1,0, —1 respectivamente, y la cuarta funcién es antisimétrica y también es
funcién propia de 52 y S z, con valores propios S = 0y Mg = 0, como el 16gico.

O = = =l

Las funciones totales para un sistema de dos electrones, como es el He, seran las
formadas por el producto de las funciones espaciales por las de espin, pero tenemos un
requisito, que es el que impone el principio de antisimetria de Pauli, el cual dice: La
funcién de onda total de un conjunto de electrones (en general, fermiones,
o particulas con espin semientero), debe ser antisimétrica con respecto al
intercambio de cualquier par de electrones. Para las particulas con espin entero,
que se denominan bosones, la funcién de onda debe ser simétrica.

Esto implica que si tenemos una parte espacial simétrica, la parte de espin debe ser
antisimétrica y viceversa. Y ahora ya podemos construir la funcién del estado funda-
mental y del estado excitado, cuya energia conocemos al igual que su parte espacial.

Estado fundamental:

T = $.(1) ¢1s(2)\%[a(1)6(2) — B1)e(2)]

Estado excitado de menor energia :

a(l)a(2)
ﬁ[a(l)b(2) —b(1)a(2)] | Z5l(1)B(2) + B(1)(2)]
B(1)B(2)

1
v =—

Estado excitado de mayor energia :

1 1
vy = 75[0(1)6(2) + b(l)a(2)]7§[a(1)5(2) — B(1)a(2)]

Vemos que de la segunda funcién espacial tendré tres estados distintos, pero todos
con la misma energia, siempre que no introduzca en el H términos que involucren al
espin.

Una consecuencia de este principio de antisimetria es el principio de exclusién
de Pauli: En un sistema no pueden existir dos electrones con el mismo conjunto de
numeros cudnticos. Es decir que tengan la misma parte espacial y de espin., ya que si
tenemos:

1]

vy =... ¢nilimlimsi (’l“z) ce ¢njljmljmsj (Tj) coe v

entonces esa funcion es simétrica respecto al intercambio del electrén ¢ por el 3.
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Otra consecuencia es que el nimero de electrones que pueden tener la misma parte
espacial, es decir que estan definidos por un orbital que se caracteriza por sus nimeros
cuanticos m, I, my, es como maximo de dos, y ademas si hay dos, estos deben tener
espines opuestos.

6.2.1. Determinantes de Slater.

Entonces, ya puedo escribir la funciéon de onda completa para el estado fundamental
como

1
v = 7§¢13(1)a(1)¢13(2)5(2) — ¢15(1)B(1) 915(2) (2)

o lo que es lo mismo en forma determinantal:

o 1 $1s(Ne(1) ¢1,(DBA) | 4 | $7(1) &L (1)

V2| 6.2)a2) 6.2)82) | V2| 62(2) #°(2)

Ademads, al producto de un orbital, o parte espacial por la funciéon de espin se le
denomina espin-orbital, y a la funcion escrita con estos espin-orbitales en la forma an-
terior se la denomina determinantes de Slater, y por las reglas de los determinantes,
se puede comprobar el anterior principio de exclusion.

John Clark Slater (1900-1976)
Nacido en 1900 Oak Park, Illinois, USA.

En general para un sistema de IN electrones la funciéon de onda antisimetrizada se
escribird, en término de espin orbitales, de la siguiente forma:

L2 d1(1) ¢2(1) -+ Pn(1)
x11(1,2,...n)=(l $1(2) ¢2(2) - Pna(2)

T gan) da(n) - ()

1/2
V(L2 n) = = (o (1)da(2)...du(n)

Tl
Cuando tenemos un ntimero par de electrones, puede darse el caso de que todos estén
apareados, con lo que puedo describir el sistema con la mitad de funciones espaciales,
ya que los espin orbitales se pueden agrupar en dos:
y entonces tendré:
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1
2

1 1/2

V12 0)= () [BOBE) - bugaln = Dounlm]| = () [1)SQ) - 650~ 1ok ()

A un sistema asi se le denomina de capa cerrada.

Funciones multideterminantales, p.e. la del triplete del helio excitado:

1

1/2 1/2
1.2 = () Buen® - on@on() (5) 05 +s1ae)] -

5 [0 008.2) — 65, (06%.2) + 6, (1)65,(2) — $E.()612)] =

(1) (2)" (0068~ oo + ot - .02 -

(%)/«%)/ 51 65(1) '+<1)” o) 65.(1) D

©(2) 65,(2) 2! OL(2) ¢5,(2)
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6.3. Atomos polielectréonicos

6.3.1. Hamiltoniano multi-electrdnico

Para un sistema atémico de muchos electrones, el hamiltoniano electrostatico se
escribe como:

n n—1 n n n—1 n

- 1 A 1 - 1
= T gy 1= T g

Y ya hemos dicho que no existen soluciones analiticas al problema por lo que se
han de buscar soluciones numéricas aproximadas.

6.3.2. El modelo Hartree-Fock.

Hartree fue el que introdujo un método muy original, que posteriormente modifi-
carian Fock y Slater para introducir los términos de intercambio, o la consideracion de
las funciones antisimétricas, dando lugar al método Hartree-Fock.

Douglas Rayner Hartree.
Nacié el 27 March 1897 en Cambridge, Cambridgeshire, England.
Falleci6 el 12 Feb 1958 en Cambridge.

El método de Hartree-Fock utiliza el método variacional, utilizando como funcién
de partida una funcién polielectronica construida como un determinante de Slater.

1
7 | $1(1)@2(2) ... pu(n) |

La expresion de la energia para un sistema de capa cerrada, definido por la funcién:

U —

v = «% | 61(1)81(2)62(3)8(4) . . dya(n — V)ya(n) |

viene dada por :

E = (U|H|T)
n/2 n/2 n/2 m m m
E=2) e+ Y (2 - Kij)=2> &+ > Y (2Ji; — Ky)
i=1 =1 j=1 =1 =1 j=1

siendo

€? = (i(w)| 15| ds (1))

Jij = <¢i<u>¢j<v>%m(u)@(v»
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K, - <¢i<u>¢j<u>%\wm(u»

ademds, se tiene que :
0< Kij < Jij
Aparece de nuevo el término K, ya conocido por nosotros pues surgié al introducir
la condicién de indistinguibilidad para dos electrones en el estado excitado del helio, y
como recordareis se denomina integral de intercambio.

De nuevo, es preciso conocer los {¢;} para calcular la energfa.
Se minimiza la expresion:
= (V[H[V)
Esta minimizacién (% = 0) conduce a un conjunto de ecuaciones de autovalores
T
monoelectronicas

{Fi(bi = €i¢i}
siendo F el operador de Fock, que para un sistema capa cerrada se puede escribir
como:

n/2 N ~
F=h =+ (23,6) - K(0)
j=1
tal que
W= Vi 5

)

J,0)6:(0) = dulu / o1 ¢ﬂ
K, ()4(71) = 65(n) / wcz

y € es la energia HF' del orbital i-ésimo, que vale:

n/2

<¢ZF¢Z =€ +Z zj)

Podemos escribir, dado el valor anterior de 1a energia:

n/2 n/2 n/2 n/2
=1 j=1 1=1

Lo que nos dlce que la energia total es la suma de los autovalores H F' y las energias
de interaccién de los electrones con el nicleo (considerando que cada electrén estd
descrito por orbital SCF).

Es importante senalar que en este método se ha aproximado la interaccién entre
pares de electrones, que se escribe en funcién de los orbitales (integrales J;; y K;).
Es decir se hace un promedio de la interacciéon entre pares de electrones, y por eso se
engloba dentro de los métodos de campo medio.
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Procedimiento SCF.

El problema estriba en que debo conocer las funciones monoelectrénicas ¢; para
construir la funcién de onda ¥ y poder tener el F definido, con lo cual se podria
resolver el conjunto de autofunciones y obtener €; y ¢;.

Para ello se utiliza un potente método mateméatico denominado SCF (Self-consistent-

field). Se parte de un conjunto de funciones bien condicionadas, {QSEO]} y asi construyo

]

5[0 (1) : : i
unos operadores J ~[ ], después FJ y resuelvo el anterior conjunto de ecuaciones

)

EP9 =&

el resultado son los autovalores y las autofunciones de orden uno, con estas funciones
vuelvo a hacer lo mismo que con las de orden cero y llego a otro resultado de orden
dos, y asi se continua sucesivamente hasta llegar a que :

F[n]gb[n—&—l} _ E£n+1]¢£n+1] en que

% )

¢[n+l] o ¢£n] y 6[n—‘—l] _ 6En]

7 1

con lo que se ha logrado la auto-consistencia, y tendremos los resultados finales :

{¢fCF}{eZSCF} Self Consistent Field

Aproximacién L.C.A.O. (C.L.O.A.).
Hemos pasado por alto la resoluciéon del conjunto de ecuaciones de autovalores:
F[n}¢[n+1} _ €[n+1]¢[n+1]
Es aqui donde generalmente se emplea el método variacional:

Se construyen los O.A.s como combinacion lineal de un conjunto de funciones bien
definidas, que se denominan habitualmente funciones de base, {x}:

o) = D Cibw
k

(Aproximacién C.L.O.A. o LCAO), con lo que se llega a las ecuaciones variacionales,
siguiendo el esquema, ya visto, de Rayleigh-Ritz:

n
E [(Fi — Sire)Ci] = 0 parai=1,2,....n
k
donde Cj, son los parametros variacionales a optimizar, y cuya soluciéon no trivial

pasa por la solucion del determinante secular:
| Fir, — &Sk [= 0

Claro que para que todo esto converja, hemos de buscar un buen punto de partida,
{QSEO]}, es decir, ese punto de partida debe estar razonablemente proximo al exacto, es
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asi como surge la hipdtesis adicional de Hartree, que es la de suponer que el potencial
efectivo tienen simetria esférica, por lo que sélo depende de r (distancia al nicleo), y
asi empleamos funciones del tipo

Xnlmy (r7 07 90) = gbnlmz (T’ 9’ 90) = RN<T)YZ7W (0’ 90)

Como parte angular podemos tomar los ya conocidos arménicos esféricos, y solo
queda la parte radial para la que se puede utilizar cualquier tipo de las funciones de
base que después veremos.

RHF, UHF y ROHF

Dependiendo de la distribucién de espines tenemos tres variantes del método Hartree-
Fock.

¢, —— P,

0, : 0,

1
%

0, ¢Z‘Jer¢E ftg%
e

URir = 0101 020,0305] unr = 656,05 00 0507 | URonr = |0101020,0304]
Restricted Hartree-Fock Unrestricted Hartree-Fock Restricted Open-Shell Hartree-Fock

=

6.4. Funciones de Base.

Antes de acabar, quiero aprovechar para indicaros la idea de funciones de base.
Daros cuenta de que al elegir las funciones de partida, tan solo les pedimos que estén
bien condicionadas, no que sean funciones propias de ningtin hamiltoniano en concreto.
Bueno, pues a este conjunto de funciones que tomamos para construir la funcion de
prueba para nuestro sistema es lo que se denomina Conjunto de funciones de base.

El método variacional es un tipo de calculo muy empleado en Quimica Cuantica,
y los conjuntos de funciones de Base que se utilizan son usualmente los armonicos
esféricos multiplicados por una parte radial, la cual suele ser de los siguientes tipos:

1. Parte radial de las funciones hidrogenoides:

l$2l+1 227 Zr/n
n+l n
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Tienen la caracteristica de que son ortogonales, pero también presentan una muy
lenta convergencia, es decir es preciso un conjunto muy amplio de funciones de
base para poder obtener una funcién de onda apropiada para sistemas atomicos
o moleculares de mas de un electron.

2. Funciones de Laguerre:

! 21+1 —ar
r .an 200 + re

Donde a es un pardametro variacional. Son en todo lo demés completamente
similares a las anteriores.

3. Funciones de tipo Slater (STO, o Slater Type Orbitals):

rn—le—ar
De nuevo o es un parametro que se puede determinar bien por las reglas de
Slater, bien de forma variacional. Son muy parecidas a las hidrogenoides (las 1s,
2p y 3d son iguales, cuando utilizamos a = 1) Estas funciones presentan una
convergencia muy rapida, pero tienen la contrapartida de que no son ortogonales
y las integrales bielectrénicas son complicadas de resolver (sobre todo las de mas
de un centro), por lo que no han sido muy utilizadas hasta ahora.

4. Funciones de tipo Gaussianas (GTO o Gaussian Type Orbitals):

Tn—l 6—ar

Aqui el pardmetro « se determina variacionalmente.

Difieren més de las hidrogenoides que las Slater, presentando problemas en el ori-
gen y a largas distancias, lo que hace necesario la utilizacion de mayores conjuntos
de funciones de base.

Presentan sin embargo unas caracteristicas que hacen que su uso sea mas simple
y ventajoso a la hora de efectuar integrales bielectrénicas multi-céntricas, por lo
que son las mas utilizadas en la actualidad.

Dada su deficiencia para aproximar orbitales atomicos, se suelen utilizar combi-
naciones de un mismo tipo para formar una gaussiana contraida:

L
CGTO __ GTO
s = E :ngj
=1

(Ver la direccién de |Environmental Molecular Sciences Laboratory)

Como ya indicamos, la solucién final depende del conjunto de funciones de base, el
cual ha de tener, al menos, un nimero de funciones igual al de orbitales que necesitemos


https://bse.pnl.gov/bse/portal
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(Base minima). Sin embargo, podemos aumentar el conjunto de funciones de base
(bases extendidas), en principio, lo mejor seria usar un conjunto infinito, con lo que
los orbitales que obtengamos, y la funcién total, serdn mejores (mds préximos a los
exactos).

También, junto a los orbitales ocupados, nos apareceran otros orbitales cuya
energia serd mayor y que no estaran ocupados por electrones. Son los orbitales virtua-
les.

Recordad que en el operador de Fock solo aparecen los orbitales ocupados, no los
virtuales.

La mejora en la funcién y en la energia, no es lineal con el nimero de funciones de
base, y asi llega un momento que dicha mejora deja de ser perceptible, y se dice que
tenemos la solucion Hartree-Fock limite o que el conjunto de funciones de base es HF
limite.
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Gaussian 86: VAX-VMS-G86RevC 30-Apr-1986

VAX-UV2 VMS-4.2 Thu 3-DEC-1992
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Atomo de Neon . Base minima (PI(exp) = 21.56 eV) E(HFlim)= -128.5470 E_h)

Symbolic Z-matrix:
Charge = 0 Multiplicity =1

Ne

Standard basis: ST0-3G (S, s=P, 5D, 7F)
5 basis functions 15 primitive gaussians
5 alpha electrons 5 beta electrons

PROJECTED INDO GUESS.

RHF CLOSED SHELL SCF.
REQUESTED CONVERGENCE ON DENSITY MATRIX 0.1000D-08 WITHIN 64 CYCLES.

SCF DONE: E(RHF) -126.604525089 A.U. AFTER 2 CYCLES
CONVG = 0.1673E-16 -V/T = 2.0083

MOLECULAR ORBITAL COEFFICIENTS

1 2 3 4 5
EIGENVALUES --  -32.21252 -1.70610 -0.54305 -0.54305 -0.54305
11 Ne 1S 0.99501 -0.26941 0.00000 0.00000 0.00000
2 25 0.01978 1.03065 0.00000 0.00000 0.00000
3 2PX 0.00000 0.00000  0.00000 1.00000 0.00000
4 2PY 0.00000  0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
5 2PZ 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 1.00000

Eyr_iim = —128.5470 E},
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6.5. El sistema periédico

Ver Tabla. Historia: Lavoisier fue el pionero en la concepcién de los elementos (33
se conocian en el siglo XVIII). Dimitri Ivanovich Mendeleev (Mendeleyev), (entre 1869
y 1872) los ordena en 8 columnas. Antes Lothar Meyer (1870) ordena por la masa 28
elementos de los conocidos (aproximadamente 55).

El por qué de dicho orden, se explica con los resultados obtenidos de los célculos
cuanticos.

Cuando obtenemos la funcién de onda de un atomo polielectréonico, por el método
Hartree-Fock, partimos de un conjunto n de funciones de base {xx}, y obtenemos un
conjunto de n orbitales atémicos {¢;},.

Estos orbitales se van a poder asociar con los orbitales hidrogenoides ya vistos
(de hecho, podriamos tomar como funcién de partida el producto de dichos orbitales
hidrogenoides) (Con la parte angular andloga y la radial modulada), y se denominaran
como tales: 1s, 2s, 2p, 3s,3p, 3d,...nl

Podremos calcular la funcién de densidad electrénica radial (es de simetria esférica)
P(r) tal que su integral en todo el espacio me proporcione la densidad electrénica (Ver

)
00 T 2w

p= / ¢*¢d77=/ \R(T)|2r2dr/ / 1Y (0, ©)|* sin 0dOdp =
\% 0 0=0 J p=0

_ /OOO|R(7")|2r2d7“ :/0 P(r)dr =1

Que es la funcién de distribucién radial para cada uno de los orbitales atéomicos, y
representa la densidad de probabilidad de encontrar el electrén entre 7y i+ dr para
cualquier 6 y ¢, es decir encontrar el electron en la capa esférica centrada en el origen
de radio interior r y exterior r + dr.


http://en.wikipedia.org/wiki/Periodic_table
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En la siguiente figura vemos la representacion de dicha distribucion para un atomo
hidrogenoide (con Z=1) descrito por las distintas funciones 1s a 3p.

0.8

T

0.7

(Ver como el nimero de nodos esn — 1 — 1 ).

En una practica buscaremos la distancia al nicleo en la cual se encuentra el 99 %
de la densidad electrénica, y lo relacionaremos con el radio atémicd?|

De estos orbitales atomicos, solo estardn llenos u ocupados aquellos de menor
energia precisos para describir al conjunto de electrones del atomo, es decir los electro-
nes estardan ocupando los descritos por aquellos orbitales de minima energia (cuanto
menor sea su energia mas estable es el sistema). Asi, si tenemos 2m electrones, y es
un sistema capa cerrada, solo estaran doblemente ocupados los m orbitales de menor
energia. (Principio de Aufbau).

., Cual sera el orden energético de estos orbitales?, pues serd similar al existente en
los atomos hidrogenoides, pero con ciertas salvedades. Antes la energia sélo dependia
del nimero cuantico n, y los orbitales 2p y 2s estaban degenerados. Ahora, al existir
electrones en las capas internas (1s en este caso), los electrones 2s y 2p van a sufrir un
distinto apantallamiento de la carga nuclear, en relacién a la penetracién (la forma) de
dichos orbitales atémicos, lo que va a hacer que el orbital 2s sea mas estable que los
2p. Y esto es ampliable a cualquier otro n. Claro estd, que a medida que n aumenta,
esas diferencias energéticas son menores.

(Ver la Fig 4.9 de Atoms & Molecules, M. Karplus y R.M. Porter, Benjamin (1970)).

6.6. Configuraciones - términos - niveles - estados.

Bien, pues vamos a denominar configuracion electronica de un atomo a la des-
cripcién del niimero de electrones y su localizacién en los orbitales atomicos.

3Radios atémicos experimentales hay varios, depende de como se midan (en cristales, moléculas o
compuestos de van der Waals) Ver, por ejemplo: wikipedia y 'WebElements: Periodic Table.


http://es.wikipedia.org/wiki/Tabla_peri%C3%B3dica_de_los_elementos
http://www.webelements.com/atom_sizes.html
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Por ejemplo, para el Helio:

Estado fundamental: 152
Primer estado excitado : 1s'2s!

ET 2615+825+J—K
ES :513+€23+J+K

Segundo estado excitado: 252

En algunos casos, (p.e. el estado fundamental) esto es suficiente para describir el
estado de un atomo , pero en otros no (p.e. el primer estado excitado, donde nosotros
vimos cuatro y de diferente energia).

Para identificar estos estados es por lo que echaremos mano de unas propiedades que
tienen los dtomos, y son sus valores propios de los operadores L? y SQ, que conmutan
con H.

Hasta ahora no nos hemos vuelto a referir a la otra magnitud que nos interesé
mucho, el momento angular orbital de los electrones, L. Ahora el dtomo tiene varios
electrones, cada cual con su momento orbital l: , por lo que el momento angular orbital
total del atomo serd la suma vectorial de esos momentos l_; :

P=3

() () (5

L, = Z L. y légicamente : [iz, lAZZ] =0

tal que

por lo que

es decir puedo conocer la componente z del momento angular orbital total del
sistema conociendo la de los electrones. Por otra parte l? conmuta con cualquiera de
sus componentes, y L? se puede expresar como combinacién de estos conjuntos, por lo
que se puede demostrar que [ﬁQ , l?] = 0, lo que quiere decir que se pueden determinar
simultaneamente, y ademas, se respetan las mismas reglas:

LU =LIL+1)R*¥  L=0,1,23, -

LU =MW  /—L<M,<L

Es evidente que L debe ser entero y positivo, y ademas, el valor que puede tener
esty S,y rli—1,...>0

’ n
luego el valor maximo que puede alcanzar es > ' [;, ya que:
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—L<Mp<LyMp= Zm“ y siempre my; < I;

Solo si | my; |=1; =| M |:Zli:>L:| My |

Por otra parte tenemos el espin total, del que ya hemos hablado, y cuyos operadores
52 v S, conmutan con H.

Un estado de un datomo tiene de MULTIPLICIDAD el valor 25 + 1, siendo S el
numero cuantico resultante de espin. Asi, para S = 0, la multiplicidad es 1, por lo
que se dice que es un estado SINGLETE, por ejemplo el estado fundamental, y esto
quiere decir que tan solo se puede dar un estado con la parte espacial. Cuando S =1,
la multiplicidad es tres y tendremos TRIPLETES, que quiere decir que tenemos tres
estados con la misma parte espacial, y por lo tanto con la misma energia ya que el H
depende solo de la parte espacial, por ejemplo el estado excitado de mas baja energia
del He. Cuando S = 1/2 ( que puede ser), tendremos multiplicidad dos, un DOBLETE,
es el caso de un electrén en la iltima capa, que puede tener un espin a o f3.

Y van a ser estos dos valores, los de L y los de S los que nos ayuden a describir
los términos atémicos ( Estados de un dtomo para una configuracion dada, con
un mismo valor de L y S) asi para L = 0 , se denomina S, los que tengan L =1 — P
, L =2 — D L =3 — F, ...,y en el angulo superior izquierdo se escribe la
multiplicidad del término, que como sabéis es 25 + 1 , p.e.:

25+17],
(Van a estar relacionados con la energfa electrostdtica).

Para el atomo de He, su configuracion , o descripcion del nimero de electrones y
su localizacion en los orbitales atémicos, para el estado fundamental serd 152, y podra
tener:

my My mg  mge My Mg |
0 0 1/2 -1/2 0 0 |=L=0,5=0='S

luego solo podra tener un término : LS.

La configuracién del primer estado excitado serd 1s'2s! y ahora tenemos n; # no,
son dos electrones no equivalentes por lo que se simplifica la obtencién de L y S, ya que
al estar relacionados con médulos de vectores, se pueden obtener como: 1 +1y - - - |3 — 5]
y S1 + Sg---|s1 — sg|, variando de unidad en unidad: L = 0+0 = 0 S = % +
%, e }% — %‘ = 1,0, pero vamos a hacerlo con un esquema que sirve para cualquier
caso:

my My Mg Mg My Mg
0 0 1/2 1/2 0 1|L=0
0 0 1/2 -1/2 0 0/8=0 =!S
0 0 —1/2 1/2 0 0/8=1 =39
0 0 —-1/2 —1/2 0 -1
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por lo que podremos tener cuatro funciones de onda que se pueden agrupar en dos
términos : 38, 1S. (Los dos estados energéticos que obtuvisteis con el hamiltoniano
electrostatico para el Helio en su primer estado excitado).

Si ahora consideramos cualquier sistema capa cerrada, como el Ne, podéis com-
probar que tnicamente se puede tener un término y que es 1.S. Es decir el conjunto de
electrones que forman una capa cerrada contribuyen con L =0y .S = 0.

Pasemos ahora a cualquier otro atomo, p.e. el carbono: la configuracion del estado
fundamental es 15225%2p?. Sabemos que las capas cerradas van a contribuir con M, = 0
y Mg = 0, por lo que tan so6lo debemos considerar los electrones que aparezcan en las
capas incompletas que son los dos electrones del orbital p

Para los electrones que difieren en el valor de n o de [ o de ambos, no hay que
preocuparse del principio de exclusién de Pauli, pero en los otros casos deben tenerse
en cuenta las restricciones que impone y, por supuesto, la indistinguibilidad de los
electrones:

mpp Mz Msy me My Mg

1 1 1/2 —-1/2 2 0|L=2,58=0

1 0 1/2 1/2 1  1|M,=21,0-1-2

1 0 1/2 —=1/2 1 0|Mg=0 =D
1 0 -1/2 1/2 1 0

1 0 -1/2 -1/2 1 —-1|L=1,8=1

1 -1 1/2 1/2 0 1|M,=1,0-1,Mg=10-1 =3P
1 -1 1/2 -1/2 0 0

1 -1 —-1/2 1/2 0 0|L=0,5=0 =15
1 -1 —-1/2 -1/2 0 -1

0 0 1/2 -1/2 0 0

0 -1 1/2 1/2 -1 1

0 -1 1/2 —-1/2 -1 0

0 -1 —-1/2 1/2 -1 0

0 -1 —1/2 —-1/2 -1 -1

-1 -1 1/2 —-1/2 -2 0

Pero este H no esta completo, sabéis que tenemos una interaccién espin-orbita ,
que ya conociais para el caso de un electron. En este caso la energia dijimos que era
proporcional al producto escalar de L y S, por una funcién que depende de r:

E=&x)L-S  H=&@r)L-S
donde &(r) es la constante de acoplamiento espin-érbita.

4Una particula cargada con un momento angular distinto de cero, tiene asociado un momento
magnético. Este es el caso del electrén, y el que tenga ademas un momento angular de espin hace
que éste pueda interaccionar con el campo magnético asociado al momento angular orbital: Es la
interaccion o acoplamiento espin-érbita
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Y nos interesa obtener funciones propias y valores propios del H completo, o al
menos del mas completo posible, en este caso el H electrostatico, mas el HSO.

Esta interaccion es débil para dtomos con Z bajo, por lo que podemos utilizar la
teoria perturbativa, donde consideramos que H59 es mucho menor que H electrostatico.
Podemos calcular la correcciéon de primer orden a la energia debida a esta perturbacion:

Eso = (V| HY | ¥)

Para ver esto, cons1deremos el momento total, que sera la suma vectorial de estos
dos momentos J = L + S y en el supuesto anterior, las funciones de onda U, que eran
funciones propias de L, y L2, S, y 52, 1o serdn de J, y J?, al tiempo que mantendran
unas relaciones similares:

[J2, 13 =0 [J%S5%=0
J2U = J(J 4+ 1)h*T

JU =MW | —J<M;<J

el maximo valor que puede tomar J sera la suma de L 4+ S y el minimo el valor
absoluto de la diferencia, (un médulo no puede tener valor negativo), ademés y puesto
que S pude tomar valores semi-enteros, p.e. un electrén tiene s = 1/2; pues J podra
tomar cualquier valor entero o semi-entero

Con todo esto puedo escribir:

J J=L-L+8-S+2L-8§= J?=1*+8*+2LS
=5 1 2 G2

luego

A

1 A A ~
H5C = §£(r)(J2 —L*— 5%

Y para un atomo polielectrénico, la energia de interaccion espin-érbita es
1
Eso = 5A[J(J +1)—L(L+1)—S(S+1)]

donde A es constante para cada término (para los estados con el mismo valor de L
y S).

Repito que si este término es de valor mucho menor que el sistema sin perturbar,
el método estd correctamente empleado. Este es el caso de dtomos pequenos (Has-
ta numero atémico 60 aproximadamente), por lo que la solucién SCF se modificara
muy ligeramente. Se dice que estamos aplicando el acoplamiento espin-érbita LS o de
Russell-Saunders.

En este caso se puede conocer :L?, S, J? y J.:
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L2V = L(L+1)T

520 = S(S + 1)U

JU=JJ+1)¥  JJ=L+S,L+S—1,...|L-S5|

JU =MV  —J<M<J

Cuando los atomos son muy grandes, este término es muy grande, y no tiene sentido
aplicar este correccion, es preciso aplicar el H con el acoplamiento incluido, y siguiendo
la técnica de dividir el problema de n cuerpos en n problemas de un cuerpo, el sistema
se representa mejor si tomamos el momento de cada electrén, es decir acoplamos s, y
l,, para cada electrén y sumamos el momento resultante sobre todos los electrones.

J:Zju /ju:lu+§u
o

pero esta aproximacion es mas complicada de emplear y se denomina acoplamiento
J-J-

Entonces tenemos, por lo tanto, que para un atomo, con una configuracion dada
existen diversos términos L, S y ahora cada uno de ellos puede dar lugar a uno o varios
valores del momento acoplado J, que denominamos mnzveles , p.e. el carbono:

Configuracion Términos Niveles FEstados

1s22s%2p* 'D 'Dy  'D3'D3DY!D;' Dy
3p 3P2 3P22,3 P2173 P20,3 P2_1,3 P2_2
3P1 3P11,3 p1073 Pfl
3P0 3P(?
1S 150 15(())
nzl? 25+1] 25+1 L; 25+1L]}4J

Y la energia de cada uno de estos niveles sera diferente, pues depende del valor J:

Feo = %A[J(J 4 1) = L(L+1) = 5(S +1)]

(Depende del signo de A) (Regla de Landé).

Por 1ltimo, si se acopla un campo magnético débil B , ( 'y siempre existe el campo
magnético generado por el momento intrinseco del nicleo), la interaccién es propor-
cional al valor de la componente z del momento total J (M) y asi se desdoblara cada
nivel en uno o varios estados -caracterizados por su componente M.

H? —fb - B
EP =pp-g-B-M;
tal que up el el magnetén de Bohr (1/2 u.a.), y g es el factor de Landé, que aparece
porque la relacion entre el momento magnético asociado al momento angular es distinta
que la del momento magético asociado al momento de espin:
J(J+1)—LL+1)+S(S+1)

~1
g=1 2J(J + 1)
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Siguiendo con el caso del carbono, tendremos 15 estados, de los cuales uno serd el
de menor energia, es decir el estado fundamental.

Para conocer de una forma aprioristica su orden energético existen una reglas que
se deducen del andlisis de la energia y que se conocen como reglas de Hund

6.6.1. Reglas de Hund

1. Para una configuracion, el término con mayor S sera el mas estable.
2. A igualdad de multiplicidad (S), es més estable el término con mayor L.

3. Para un sistema de configuracién [ tal que ¢ es el nimero de electrones que
ocupan la capa [:

» Sig(2] + 1, el NIVEL més estable es el de menor J. (A es positiva).
= Si¢)2l + 1, el NIVEL més estable es el de mayor J. (A es negativa).

Estas reglas tienen sus excepciones, sobre todo la ltima.

6.6.2. Comparacion entre acoplamientos LS y jj.

Antes de acabar, veamos con un ejemplo sencillo en el que se muestra el diferente
esquema de los dos tipos de acoplamiento indicados anteriormente, para configuraciones
similares:

I=1
(3/2,1/2) o
' .
1 _ . .
P, P . I=2
3
P,
J I=) +
xp (3,42 i+,
3 S
P, i : |
- \ J=1
0 ; (1/2,1/2) -
Interaccion Interaccion | % o J=0
: : . W 1 L e
espin—orbita Electronica onpi(n+l)s o Interaccion
LS | fo espin—orbita Interaccion
Niveles Terminos : 4 v clectronica

C:Zp! 36! Configuracion Pb:bp 7s



98 Quimica Cuantica y Espectroscopia

6.7. Mas alla del H-F. La correlacién electrénica y
otros términos del Hamiltoniano.

1. Una de ellas es la correccion que debe anadirse al hamiltoniano Hartree-Fock
para obtener la energia exacta no relativista. Esta correccion es la que se conoce
con el nombre de energia de correlacion. El célculo de esta correccién se lleva
a cabo de varias formas:

a) Expandiendo la funcién de onda con muchos otros determinantes de Slater,
con lo que se mejora, en la medida que extendamos ese conjunto, la descrip-
cién de la interaccion interelectrénica . Son los métodos de Interaccion de
Configuraciones y Perturbativos de muchos cuerpos.

b) Empleando funciones que incluyan de alguna forma la distancia interelectréni-
ca. Métodos del factor de correlaciéon, porque introducen un factor depen-
diente de la distancia interelectronica.

c¢) Teorias del funcional densidad con potenciales de correlacién.

2. Junto a estas componentes vistas del hamiltoniano (recordad, el electrostatico, del
que nosotros hemos modificado en el modelo Hartree-Fock la parte bielectrénica,
mas la parte del hamiltoniano de interaccion espin-érbita, que se conoce como
la primera contribucién relativista, (el espin es considerada como una propiedad
de tipo relativista), existen otras correcciones de tipo relativista, correcciones de
Variacién de la masa, interacciones entre momentos de los electrones (orbital-
orbital, la ya vista espin-érbita, espin-espin) y ademas el niicleo estd formado por
particulas con sus correspondientes momentos que interaccionan con los de los
electrones. La consideracion de estas correcciones nos lleva a la denominada, en
espectroscopia, estructura hiper fina, (la fina se denomina a la que obtenfamos
con la interaccién LS)

6.7.1. El atomo de Boro

Por ejemplo y para acabar tenemos el atomo de B:

» La energia experimental es —24.6584 E},
» la energia HF limite es —24.5291 E},,
» Las correcciones relativistas son del orden de —0.0022 Ej,, con lo que:

» La energia de correlacion serd —0.1271 Ej, (aproximadamente el 0.5% de la
energia total), que se puede calcular con un método del funcional densidad, o con
una Interaccién de configuraciones parcial (con la base cc-PVTZ | QCISD(T)
—24.5968 Ey).

En el siguiente esquema, se muestran algunas configuraciones, términos, niveles y estados del
atomo de Boro, En el se puede apreciar la distinta magnitud que hay entre las energias de los distintos
términos, los niveles (estructura fina) y los estados (estructura hiperfina), asi como la precisién que
pueden llegar a tener los calculos teéricos, comparando el desdoblamiento hiperfino calculado con una
Interaccion de configuraciones con correcciones relativistas y los datos experimentales.



VI-Atomos polielectrénicos.

1522p3 { l4_S‘ { 453/2

w
...eV [ 3.05 eV
—

2812
2Py
(1.44 1073 eV)
2P1 /o
>
<]
i
—
-
2p
1522s2p? 3/2 4
(1.24 1074 eV)
*Ds /5
>
5]
o
<t
N
1P5 /o
(0.8 1073 eV)
Py
(0.6 1073 eV)
LPi o
>
o
B
% (HFpvoz = 2.08¢V,CCSD(T) = 3.58)
(Tedrico , Experimental)
2Pyl (158.5Mhz,165.7Mhz)
(0.9 1076 eV)
1/2
o 2P,/ (—=50.9Mhz, —57.0Mhz)
3/2 (0.6 1076 eV)
2P37§/ 2 (—195.4Mhz, —201.0M hz)
(0.31079 eV)
—3/2
5225221 2Py (—269.0M hz, —271.7Mhz)
>
<]
7
[e)
—
(@)
=
2P (265.5M hz, 274.6 M hz)
2P s (2.9107% eV)
2P,y (—442.5Mhz, —457.6Mh>)

CONF. TERM. NIVE. ESTADOS




100 Quimica Cuantica y Espectroscopia



Capitulo 7

Introduccion al estudio de
moléculas.

7.1. Hamiltoniano molecular.

El interés de los quimicos no se centra en los atomos, ni mucho menos, sino que va
mas lejos, a los sistemas formados por diversos atomos y que se denominan moléculas.
Y es su estructura, sus propiedades y su comportamiento cuando interaccionan con
otras moléculas o dtomos, entre otras cosas, lo que nos interesa a los quimicos.

Sabemos que los atomos son estables, por lo que debemos encontrar las razones
por las cuales las moléculas también lo son. Cuando planteamos el problema de una
molécula, sabemos que estd formada por un conjunto de ntcleos y de electrones. El
hamiltoniano de este sistema sera por lo tanto, si lo referimos al centro de masas:

o I A Zr
V= V’rm(,rn) Vne(rn’ ,r,e) Vee(,r,e) _ Z : L Z Z k Z R
k<l T e
luego
. IR el ZkZl G S S 1\
H=- ;7 kz Tkl Z Zzﬁw T
<l H<v

Como vemos, este H es mucho mas complejo que el de los atomos, y si antes era
imposible resolver exactamente HWV(r.,r,) = EVY(r,1,), ahora ya si que lo tenemos
claro.

101
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7.2. Aproximacién de Born-Oppenheimer.

Pero podemos considerar el hecho de que la masa de los nicleos es, al menos, 1836
veces mayor que la del electron, por lo que para una energia cinética dada, la velocidad
de los nicleos sera mucho menor que la de los electrones, lo que nos hace pensar en
la posibilidad de considerar los nucleos fijos y calcular la energia de los electrones en
el campo de esos nucleos. Podria asi obtener la energia para diversas posiciones de
los nticleos, con lo que, en el caso mas simple de una molécula diatéomica, tendriamos
una energia como funcion de la distancia entre los nicleos, que es realmente la energia
potencial a la que estdn sometidos los nicleos de esa molécula, y representando esa E
frente a las coordenadas de los nicleos ( En este caso R), tendremos curvas del tipo :

=
=]

= N
=) =)
I I

e
=)
T

Energia (eV}
s
I

2
=)
T

»
=
T
I

I I | I L I
0.0 L0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Distancia (A)

Pero claro, como ya hemos dicho, nuestro sistema es completo, no se puede fraccio-
nar, la energia es funcion de todas las variables. Por lo tanto, lo dicho anteriormente
anterior es una aproximacion, segun la cual puedo representar la energia potencial a
que estan sometidos los nicleos para una posicion dada, y a esa aproximacion se la
denominada aproximacién de Born-Oppenheimer.

La aproximaciéon de Born-Oppenheimer dard mejores resultados cuanto mayor sea la
masa de los niicleos que forman la molécula (menor es la perturbacion, atn asi, calculos
muy precisos dan un error del 0.03 % para el Hy al utilizar dicha aproximacién).

Bien, veamos como se puede particionar el H empleando esta aproximacion y con-
siderando R como las coordenadas nucleares y r las de los electrones:

H(R,r) = H"(R)+H*(R,e) = T"+ V" +T°(ro)+ V" (rn, 1)+ Ve (re) = T+ V" + H*
Y
U(r, R) = U"(R) - Wg(r)

si las coordenadas relativas de los ntucleos no varian, las distancias internucleares
son constantes, y H" es constante e igual a V™" pues la energia cinética de los ntcleos
es cero, y

HEC =T+ Hy+ Vi U(r,R) = U"(R) - U(r)
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tal que

. . A
™=0 vy v;g:(Z ’”) = Cte
R

.
k<t Rl

y sélo depende de las coordenadas de los electrones, asi pues:

HEOU(r, R) = EEOU(r, R) = HEOU™(R)U%(r) = U (R)HEO WS (r) =

HEOUs(r) = BROUR(r)

donde R engloba a las coordenadas nucleares y r a las de los electrones. La solu-

cién depende por lo tanto funcionalmente de r y paramétricamente de R, y se puede
reescribir como:

(Hp + VE)UG(r) = ErVG(r)  HRVe(r) = (Eg — VE)5(r)

Hemos de resolver los valores propios de H:

HyUs(r) = EgW(r)

Y una vez obtenida E%, que engloba la energia cinética de los electrones, la energia
potencial de los electrones con los ntcleos y la de los electrones entre si, se anade la

energia potencial de los nicleos entre si, con lo que tendremos la energia B.O. (es decir
sin cinética de los nucleos), que seré:

Er=Er+ Vg =U(R)

Légicamente, la energia total del sistema F sera la correspondiente al H completo,
y la podriamos aproximar:

- 1 rre n e n e n
[— > Q—msz + HS + VI WS () U™ (R) = EVS(r)U™(R)
k

Para llegar a la ecuacion de Schodinger para el movimiento nuclear:

[— i Lvi + U(R)

ST Ug(r)U™(R) = EVR(r)V"(R)

[_ S° L9 U)W R) = [1(R) + UR)] W(r, R) = BY(r R)

2m
k k

con una parte de energia cinética de los nicleos y la Energia potencial (U(R))
que actia sobre los nicleos, que es justo la que hemos obtenido durante la aproxima-
cién Born-Oppenheimer. A la representacion de esta energia potencial (U(R)) frente

a la distancia internuclear se la denomina curva de energia potencial (Ver figura
anterior).
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Si esa curva de energia potencial presenta un minimo para una distancia internuclear
determinada, entonces tendra sentido la existencia de ese sistema (de la molécula en
ese estado) ya que es més estable a esa distancia R. (que se denomina distancia de
equilibrio) que cuando los 4tomos estan mas préximos, o més alejados. Y serd necesaria
una energia para romperla en los dtomos que la forman (D,).

Y la funcién sera el producto de la parte electronica y nuclear.

U(r, R) = ¢g(r)¥"(R)

7.2.1. Resolucion de la ecuacién del movimiento nuclear

Para la resolucion de la ecuacion del movimiento nuclear se considera la separacion
del movimiento del centro de masas y del movimiento relativo interno de los nticleos,
que quedara en funcién de la distancia internuclear R.

U(R) = U, (R)V

wnt

(R> E = Etr + Ez'nt

Las soluciones translacionales se obtienen como las de una particula en una caja.

Y las internas, para una molécula diatémica, se llega a soluciones del problema de
fuerzas centrales, que dependen de la distancia internuclear, con soluciones similares a
las del hidrégeno,

T

wnt

(R) = Pu(R)YM (O, 00), J=0,1,2,.., M=y,...J
YM(8,,¢,) son los arménicos esféricos.

Y la funcién radial P,(R) se resuelve a partir de

[T”(R) + U(R)} U"(R) = EWU(R)
_ 1 [P/’(R) + 313/(3)] + %pn(m L U(R)PA(R) = By P(R)

Es habitual expandir el potencial al que estdan sometidos los niicleos, U(R), en un
desarrollo en serie de Taylor entorno a la posicién de equilibrio.

=0 (min.)

—N 1
UR) = U(Re) + U'(Re) (R~ Re)+ 5U"(R)(R = Re)® + -

U(R) ~ U(R.) + k(R — R ko = U"(R.)

2
Eyip Erot
Ecjec Ve /I m
By = U(R, Vhwe+ —-—=, v=0,1,2,..., J=0,1,2,...,
¢ ( )+(v+2)u+ N
1 e . R
v, = —| — frecuencia vibracional de equilibrio
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Energia total:
1 ,
E = Egec + Eyib + Erot + By > U(R.) + §hue = energia de punto cero

En realidad el que el conjunto de los niicleos (para una posicién relativa fija dada)
se muevan a una u otra velocidad, no nos interesa a fin de conocer su estructura, y
serd la U(R) = E% + Vi y la funcién ¢%(r) las que nos hablen de la estabilidad y
las propiedades del sistema. Salvo cuando estemos interesados en rotaciones y vibra-
ciones moleculares, ya que a esta energia electrénica (POTENCIAL) se le anadiria la
rotacional y vibracional de los ntcleos.

7.3. La molécula de H. .

En primer lugar, sabemos que esta molécula existe experimentalmente, por lo que
los calculos de su estructura debe darnos una curva de energia potencial en la que
aparezca un minimo a:

La distancia de equilibrio: (R.(exp) = 1.052A = 1.988u.a.) (Base de Datos NIST),

y
La energia de disociacién experimental:
Dy = 0.09741 hartree = 2.650 eV = 21378.7+0.4 cm~*(Herberg 1969). ]
Supongamos que los nicleos de Hidrégeno estan situados en el eje z:
. 1 1 5 - - 1 1 1 1 1
H:— v2 _—v2 HBO HBO:He _:__v2____ s
QmHa Ha Qme Hy + R R + R 2 ! Ta T1p + R
rTe 1 2 1 1 rre e e \Jse
Hp = _§V1 - T HpUg(ria,mb, o) = ERU%(r, 0, ¢)
Tta  Tip

1
B’ =Ep+ 5 =F

Para resolver este problema se recurre a las coordenadas confocales elipticas:

1ZPVE = 2321/2 — 66/4 em™' = 1144 em™! - 1.239841 - 107* eV/em™ = 0.14184 eV =
0.00521 w.a.. (Base de Datos NIST)
D, = Do+ ZPVE = 22522.7 cm~! = 2.7924 eV = 0.10262 u.a.
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at
gt /lspseo

Y — Tla=T1p /_1§y§1

Y en estas coordenadas el H resulta ser separable :

Hiy(p, v, 0) = W (n) + hig(v) + 7 ()

con lo que la funcién de onda se puede escribir como:

Ve, v, 0) = Ve, v, ) = dh(1)d%(1v) o7 ()

W ()" () = (1) B (0)¢"(v) ="¢"(v) ()¢ () = 967 (p)

la solucién de estas funciones no es trivial, y sélo la funcién ¢#(y) presenta una solucién
analitica:
§(0) = N e
donde .4 es una constante de normalizacién y A un pardmetro numérico que debe

tomar un valor entero A = 0, +1, 42, +3, ..., para que la funcion esté bien condicionada
(Ver relaciéon con los atomos).

Las funciones ¢*(u) y ¢”(v) sélo tienen soluciones numéricas. Ademas, se puede
comprobar que E = f(\?) (y que cuanto menor es el valor absoluto de A, menor es la
energia), por lo que habra dos estados degenerados por cada A distinto de cero.

Por otro lado, esta funcién ¢¥ es la unica dependiente de las variables de que
depende la componente z del momento angular, y es funciéon propia de L, tal que :

P.6°(p) = —%W(s&) ()

U (u, v, p) es funcién propia de L, y su valor propio es .
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Asi pues, al aplicar un campo magnético se rompera la degeneracion.

Tenemos dos constantes para este sistema, la energia y L., ademas el valor propio
de L, est4 relacionado con la cuantizacién de la energia. Este valor de L, también nos
va a servir para identificar los distintos estados del H; y en forma anéloga a la relacién
de [ en los dtomos hidrogenoides, tendremos:

[ A [ A

1

—
—

s
¢

L

Por lo tanto y resumiendo:
» La funciéon depende paramétricamente de R y esta cuantificada por A.
» La energia es funcién de \2.

» Se obtiene ¢?(p) = A €?? y valores numéricos de las funciones ¢*(u) y ¢*(v)
para distintos valores de p y v.

Estas funciones de onda del H;™ son funciones que describen el comportamiento de
un electrén en el campo creado por los nticleos de la molécula, que es la definicién de
orbital molecular.

Bueno, pues con esto ya podemos calcular muchas soluciones para distintas posi-
ciones nucleares (R), con lo que puedo escribir la energia potencial como:

1

ET — E]% + E

y su representacion nos dard la siguiente curva (Estos cdlculos los realizé en 1965

H. Wind, junto a los niveles vibracionales y rotacionales, con una precisiéon de 7 cifras
decimales, (JCP-42-2371) :

Curvas de Energia Potencial

10 T T T T T T
5 — —
Teoria  Experimento
0 R. (A)  1.057 1.052
U(o0) 0.5
Energia -5 - = U(R.) -0.6021
(eV.) D, 0.1021
-10 - - ZPVE  0.00521
R -13.605 eV Dy 0.09689  0.09741
-15 - D, = Energias en hartree.
-20 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7

Distancia
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En ella aparece un minimo a R, = 1.9975 w.a. = 1.057 A con una energia de
—132132+10 em™ = —16.382 eV = —0.6021 u.a. (Ver: Johnson, V.A.. Phys. Rev. 60,
373 (1941))

Ademas sabemos que la energia del H + Ht ( a R infinito) es la del H (-0.5 u.a.),
por lo que la energia necesaria para separar los componentes de esta molécula, para
disociarla, por lo que se denomina energia de disociacion, sera de tan sélo 0.1021 u.a.
= 2.778 eV, aproximadamente 64.1 Kcal/mol, o lo que es lo mismo tan sélo un 17 %
de la energia total del sistema, por lo que un pequeno error en ésta, serd un gran error
en su energia de disociacién. Este es el problema de los quimicos, que trabajamos con
diferencias de energias, y esta son de ordenes mucho menores que las energias de los
sistemas que estamos manejando.

Veamos como ha funcionado la aproximacion Born-Oppenheimer.

= En primer lugar nos confirma la existencia del H .

» La distancia de equilibrio calculada (1.057 A) es muy préxima a la experimental
(Re_cup = 1.0524).

= La energia de disociacion experimental es de 0.09771 u.a. = 2.650 eV, por lo que
no estd tan mal, maxime si consideramos que existe una energia de vibracién
residual (recordad que el oscilador arménico no podia estar en reposo).

Si se calcula se tiene un valor de 0.14184 eV = 0.00521u.a. E|y entonces:

D.=Dy+ ZPVE = 225227 cm™ = 2.7924 eV = 0.10262 w.a., que es un valor
muy proximo al calculado (0.1021 u.a. = 2.778 eV).)

Ademas de este estado de minima
energia, se pueden obtener otros

que nos proporcionan distintas
curvas de energia potencial,

y que son bien o , 6 7, ..., etc

(Ver pagina 372 en la 5* edicién de
”Quimica Cuéntica” de I.N. Levine.)

2ZPVE = 2321/2 — 66/4 cm~! = 1144 cm~! - 1.239841 - 10~4 eV/em™! = 0.14184 eV =
0.00521 w.a.) (Base de Datos NIST)
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7.4. Orbitales moleculares.

Son las funciones que describen el comportamiento de un electron en una molécula.

Si ahora analizamos la funcién de onda del estado fundamental (el de menor energia),
proyectando la en el eje z, vemos que tiene una forma de este tipo:

I I I

\I} -
L 2

Eje Z
Presenta una simetria cilindrica respecto al eje z, lo cual es caracteristico de las fun-

ciones tipo 0. Ademads presenta un punto de simetria respecto al centro de la molécula,
es por esto que se denomina estado o, (gerade).

(Inversion(x,y,z) = (-x,-y,-x), Reflexion plano perpendicular(x,y,z) = x,y,-z))

Si analizo la funcion del siguiente estado excitado, puedo ver que también es o, pero
su representacion a lo largo del eje z, proyectada en el plano X Z, es de esta forma:

I I I

- \Iji%

\IJQ

1 1

Eje Z
Vemos que es antisimétrica respecto al centro de la molécula, por lo que se la
denomina o, (ungerade).
(Inversion -, Reflexion -)
También, los maximos de la funcién estan desplazados hacia el exterior de la molécu-
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la; ademads, mientras que en el caso anterior la funcién y por consiguiente la densidad
presentaba un notable valor en el centro del enlace, en este caso la funcién toma un
valor nulo en el centro, y hay una zona de densidad nula, ademas este estado energéti-
camente es antienlazante.

Parece, por lo tanto, que es esa densidad electronica internuclear la que estabiliza
el sistema.

7.5. Aproximacién OM-CLOA (MO-LCAO).

Para resolver la molécula H, , solamente hemos empleado la aproximacién de Born-
Oppenheimer, todo lo demdas se puede resolver, bien analiticamente, bien numérica-
mente, de forma exacta, sin mas aproximaciones. Pero claro, cuando tengamos mas
electrones, ya no podremos hacer lo mismo, debemos buscar algiin método aproximado
que nos permita resolver problemas mas complejos.

Una forma de hacerlo es emplear una funciéon de onda aproximada obtenida como
combinacién lineal de un conjunto completo de funciones {¢; }:

\I’(l) = Z Ci¢i(1)

Dado que el conjunto de funciones, que suelen ser orbitales atémicos, es conocido
de partida, nos queda por conocer los coeficientes C;. Como ya hemos dicho anterior-
mente, esta aproximacién no es nueva, lo Uinico nuevo respecto a los atomos es que
suelen ser funciones que no estan centradas en un tnico origen, y como ya dijimos, se
denomina con el nombre de Combinacion Lineal de Orbitales Atomicos (OM-CLOA o
MO-LCAO).

Légicamente esta combinacion se deberia hacer con todo el conjunto de funciones
atémicas, pero en la practica es preciso truncar, cortar la base de funciones de partida.
De todas formas, cuanto mas amplia sea la base mejor representada estara la funcion.
También es cierto que para cada sistema existe un numero de funciones que aunque se
amplié no se mejora la energia dentro del orden de magnitud en que estamos usualmente
interesados.

Consideremos el ejemplo del H.', utilizando la base minima , es decir como conjunto
de funciones los orbitales atémicos 1s centrados en cada uno de los nicleos (Que estan
normalizadas, pero NO son ortogonales)

¢a(1) = 1s,(1) (1) = 1sp(1)
Mi funcién de prueba serd’}
U(1) = Cuda(1) + Cop(1)  HT(1) = E°T(1)

Empleando el método variacional de Rayleigh-Ritz, recordais que teniamos la ecua-
cion secular:

3¢a(1) = Qslsa(l) = %23/26*2(7“177’(1)

T
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. . 1 1 1
HU =FE°U  H'=_--V?— — — —
2 Te Tb
H(Cagpa + Coty) = E*(Catha + Cohy)
y premultiplicando por cada una de las funciones ¢, y ¢ e integrando, se llega a

8E_O.

las ecuaciones variacionales de R.R. (W =
a

Ca(Haa - EeSaa) + Cb(Hab - EeSab) =0

Ca(Hpa — ESpa) + Cyp(Hyp — ESy,) = 0
cuya solucién no trivial pasa porque el determinante de los coeficientes sea nulo:
(Haa - EeSaa) (Hab - EeSab)

=0
(Hpo — E°Spa) (Hpp — E°Shp)

Recordad que Hao = —3 (6aV764) — {6u—0u) — <¢>ar—1b¢a> — o= Hy

igualmente: Hy=Hy =5 Sab = (Ga|Pb) = Sha
por lo que aplicando los valores de antes :

(@—E) (8- ESa)

(B-ES)  (a—FE) |~°07

(= E)? — (B—E°Sy)* =0= (a« — E°+ 8 — E°Sy) (. — E° — B+ E°S,) =0

a4+ 08— E“(1+ Sw)]a— B —E(1—=84)]=0=
peoot8 g a=p

148, T 1-Su
e igualmente, sustituyendo los valores de la energia en las ecuaciones originales se

obtienen los coeficientes, similares a los de antes:

(Oz — Ee)Ca + (5 — EeSab)Cb =0

Para F° = Ei:

a+p
1+Sab

_atp
1+Sab

(Oé - )Oa + (6 Sab)cb =0
Ca(a + aSab - — /3) + Cb(ﬁ + B’Sab - aSab - /BSab) =0
Ca(aSab - 6) + Cb(ﬁ - aSab) =0= C1(1, - Cb = \I[—i— - Ca(qba + ¢b)

Como (¥, | W) =1 = (Colda + &) | Cala + b3)) =
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1

C?(14 Sup+ Sap +1) =2C?(1 + Sap) = C, = Cypy = | ———
“(1+ Sap+ Sap + 1) (1 + Sap) b 2(1+ S

E,=E + % Ui (1) =/ areyy (9a(1) + du(1))

Para F¢ = E°:

Ca(ﬁ — OéSab) + Cb(ﬂ — OéSab) =0= Ca = —Cb = Wv_ = Oa(¢a — gbb)

Como (V_ [ V_) =1 = (Ca(@q — &) | Ca(Pa — ¢1)) =

E_=F°¢++ v (1) = \/m (¢a(1) — ¢(1))

(No confundir estos valores a y 3 con las funciones de spin, que habria que mul-
tiplicar por la funcion de onda espacial, con lo que tendriamos dos estados, uno con
espin a(1) y otro (1), con la misma energia.)

.Cual de estos estados corresponde al fundamental y cual al excitado?

Del hecho de que a y /3 sean menores que cero, ademés de que || > | f |, junto
a que 0 < S < 1, no podemos decir nada, pero si se analizan los valores que toman,
entonces se comprueba que (F,) < (E_) y representando estas energias frente a R,
podemos compararlas con las calculadas exactamente, sin esta aproximacién:
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Curvas de Energia Potencial

10 | =
, E_sigmal x|
| *, E_l=| x|
5 | . E_sigmal] x|
| -. E_lz1]x)
o I
.
o
§ =
[
iT]
=10
=15
=20
1 2 Ed & 5 E ¥
Dustancia

Cualitativamente el resultado no es muy distinto, ya que nos justifica la existencia de
la molécula H, , y la distancia de equilibrio no se desplaza excesivamente de la exacta.
Ademas, respecto a la forma de las funciones ambas presentan simetria o, siendo la del
estado fundamental o, y la del excitado o,. Estas funciones representan a dos orbitales
moleculares ocupados por un electrén, el primero es enlazante, como ya hemos indicado
anteriormente, y se denomina con la letra caracteristica de su valor propio de L., y el
subindice g o u, mientras que el otro orbital molecular es antienlazante y en el ademas
se escribe un asterisco como superindice derecho.

Podriamos haber utilizado un conjunto mayor de funciones de base, p.e. cuatro, que
podrian ser de tipo s:

{¢1sa> ¢25a7 ¢1sb> ¢25b}

y habriamos obtenido cuatro funciones:

{\Ijb \IJZa \1137 \114}

Uy = Cr1¢1s, + Co102s, + C31015, + Ca102s, Uy = Cl201s, + Co202s, + C32015, + Caaas,

V3 = C13¢1s, + Ca302s, + C33015, + Cazas, Uy = Ciupis, + Coudas, + C34015, + Cuadas,

También sucede que en algunos casos, como este del H,", ciertos coeficientes son
mucho menores que otros, por lo que se pueden despreciar en una primera aproximacion,
quedandonos:

U = Ci1¢1s, + Cs1015, — 01 (091.) (loy)
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Uy ~ Cla¢1s, + Cs201s, — 074 (Ouys) (loy,)
U3~ Cysas, + Cazdas, — O2s (042.) (20)

Uy = Coapos, + Cratas, — 054 (Ouss) (204,)

Tenemos por lo tanto en este caso cuatro orbitales moleculares del tipo o, dos
enlazantes y otros dos antienlazantes, ademas por estar formados fundamentalmente
por un tipo determinado de orbital atémicos, se suelen denominar con el nombre de
dichos orbital atéomico como subindice. En realidad, recordad que no son o5 0 094
puros, siempre son una mezcla, aunque sea pequena.

Si amplio la base a los orbitales atomicos p, tengo dos tipos de orbitales, si nos
fijamos en la simetria, los p, con simetria respecto a la rotacién respecto al eje z, y
por lo tanto de caracter o , y los p, vy py, que no presentan este tipo de simetria, estos
orbitales dan lugar a orbitales moleculares 7 , el 7, y el .

Podriamos construir un diagrama de correlacion con los orbitales atéomicos y su
combinacién para dar OMs, representados frente a la energfa: [T

-
T e T Mg T T
2p ST - "":‘:-': :._._:_.: _ 30 g T :.':v“""':_ —m T 2p
PR Ty e

28 el I 2s
20 ¢
B
10y

ls T [ |
lo o
a ab b

De estos diagramas se ve que existe un principio de simetria por el cual los orbitales
moleculares de una simetria dada solo estan formados por orbitales atomicos de la
misma simetria (s, p, — 0; py, py — 7).

4Para los 4tomos hidrogenoides Eqs = Eg,
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Otra consecuencia es que cuanto mas distinta sea la energia de los diferentes orbita-
les atémicos, menor sera la mezcla de esos orbitales atémicos entre si, Asi por ejemplo,
los orbitales atémicos 1s, en general, no se mezclan con ningtin otros dando orbitales
moleculares 015,07, no ocurre lo mismo con los 2s y 2p,.

Podemos ver la representacion espacial de los orbitales atémicos p, vy p, para formar
orbitales moleculares o y 7 respectivamente:

Vimos que la suma de los s daba o, enlazantes y la diferencia, antienlazantes o7;.

Para los p, y para los p, y py:

- =+ - + Gﬂt: P i P
u 'Za Zb

- M M - G = p - p
B ta b

@ @ T = p + o]
= = u ".T.a ".T.b

@ Q ™= p - p
= = 5 Iﬂ. 11:!
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u

g9

u

Vo

g9

Ver los Orbitales Moleculares del Hy en http://www.falstad.com/qmmo/|



http://www.falstad.com/qmmo/
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7.6. La molécula de hidrégeno. Método de Orbita-
les Moleculares.

Pasemos al estudio del sistema que le sigue en complejidad, la molécula de hidrégeno.
Aqui el Hamiltoniano se complica un poco, ya que aparecen términos de interaccién
entre los dos electrones, se puede escribir como:

H=H'+1/R
N 1 1 1 1 1 1 1
Bom—oVi — = Vi —
2 T1a Ty 2 24 Top T12

HE = hiyy + iy + —
712
El H€ no es separable en hamiltonianos mono-electrénicos y la solucién no puede ser
una funcién producto de las funciones monoelectrénicas (Algo muy similar nos ocurria
en el caso de los 4tomos).

Antes de continuar , y con objeto de después podamos comprobar la calidad de los
resultados, tenemos que las medidas experimentales nos indican que

R, = 0.740 A = 1.4006 u.a.,

D, = 4.74759 .V = 0.1745 u.a.

y la energia total a la distancia de equilibrio sera de -1.1745 w.a. (Dy = 4.491 eV =
0.1650 u.a.).

Para abordar el problema de resolver la ecuacién de Schrodinger para este sistema,
podemos suponer que 1/715 es un término pequeno comparado con el resto y buscar
soluciones para el H = /Az/‘()l) - fz?Q), que seran del tipo UY(1,2) = ¢\(1) ¢9(2).

Y estas funciones son las funciones propias del H del Hy.

Podemos tomar las funciones de més baja energia o4, multiplicadas por la funcién
de espin. Légicamente, la funcién de los dos electrones no puede ser completamente
igual (principio de exclusién de Pauli, que nos dice que una funcién espacial sélo puede
estar relacionada con dos electrones, uno a y otro ). Pero el principio de antisimetria
nos dice que W debe ser antisimétrica , luego una posible aproximacién de orden cero
sera:

0 o L o,(Ma(l) o,(1)B(1) | 1
U°(1,2) = |og04| = E 0,(2)a(2) o,(2)8(2) | 09(1)09(2)E[a(l)ﬁ@)—ﬂ(l)a@)]

Es decir, una funcion de onda escrita como producto antisimetrizado de orbitales
moleculares (OM). Y tenemos que la E° = E? + E | pero a la hora de calcular la
correcciéon perturbativa correspondiente a H =1 /r12, tenemos que las funciones o,
no son nada faciles de manejar (recordad que la solucién es numérica), por lo que el
problema es practicamente intratable matematicamente.

Una aproximacion es la de reemplazar estos orbitales moleculares exactos por la
aproximacién que vimos el otro dia, es decir tomar los orbitales moleculares ¥V, = o5,
que eran combinacion lineal de orbitales atémicos

U0(1,2) =

1 - - L \ a(1)B(2) — B(1)a(2
7 |90, | = S (DT42)0(1)5(2) - S1)a(2)]
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donde U (i) = 0, (1) = m(%( i) + dp(i))

1

1
2(1+ S) —[a(1)B(2) - B1)(2)]

V2

En este caso concreto, y dado que nuestro H no depende del espin, podemos omi-
tirlas sin que ello signifique nada para la energia, y tendremos que, si HO = hol) + h(Q),

W0(1,2) = [(9a(1) + &5(1))(0a(2) + ¢6(2))]

() = B = (W, (1)0,(2) | B | 9, (1).(2)) =

= 2(U (1) | Ay | 04 (1)) =

s ({0 + 1) 1y | D)+ n())] =
_ 2 ~ 2(a+ B
- m [haa + Nap + Iy, + hba] = Tsab

Que logicamente es dos veces la energia electrénica que obtuvimos con estas fun-
ciones para la molécula H". La energia total sera:

E)=E"+1/R

La energia perturbativa de primer orden para el Hy sera:

B! = (U ()U4(2) | 5 | W ()U2(2) = T

Que es la integral molecular de Coulomb, cuyo significado es similar al de la integral
de Coulomb atémica.

Si sustituimos ¥, por la combinacion de orbitales atémicos, la integral J, ; se puede
escribir en términos de integrales atémicas:

1

it = m((%(l) + ¢(1)) (6a(2) + ¢6(2)) | é [ (¢a(1) + ¢6(1)) (#a(2) + ¢6(2)))

1
T 2(1+8)2

+4((0a(1)¢a(2) | ¢a(1)#5(2)) + 2((0a(1)06(2) | (1) Pa(2))]

[<(®u(1>(f)a<2) ‘ 0(1(1)0(1(2» + (¢a(1)¢b(2) | ¢a(1)¢b(2)>

La primera es una integral atémica de Coulomb mono-céntrica (.J,,), la segunda es
igual pero bi-céntrica (J,), la tercera es mixta de Coulomb-Intercambio bicéntrica, y
por ultimo la cuarta es bicéntrica de intercambio (/).

Todas estas expresiones no son mas que integrales definidas, cuyo valor podemos
calcular y con ellas resolver la energia potencial para diferentes distancias internucleares
(Rs) con lo que representandola obtendremos la curva de energia potencial, en la

5No confundir estos valores o y 3 con las funciones de espin
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que se puede ver que, para una funcién ¢, con exponente & = 1.0 se obtiene R, =
1.61 uvay D, = 0.0990 u.a.,

¢15a(1) =N e

pero si optimizamos las funciones ¢y, y utilizamos un exponente & = 1.197, entonces
la curva de energia potencial que tenemos nos produce R, = 0.732 A = 1.38 u.a.y
D, = 3.488 eV = 0.12826 u.a..

Este es el tratamiento de orbitales moleculares, y repito, cuando los orbitales mole-
culares se aproximan como combinaciones lineales de OAs, estamos en el tratamiento
OM-CLOA.

Esta funcién U sigue siendo funcién propia de L., ya que las funciones W, son
funciones propias de L., y ademas su valor propio serd la suma de los valores propios
de las funciones que la forman es decir 0 + 0 = 0. Podriamos emplear distintos orbitales
moleculares (después lo haremos) con A\s mayores que cero, y tendriamos otras funciones
de estados excitados también funciones propias de L,. Al valor propio de L, de la
funcién molecular se le denomina con la letra A (landa mayiscula):

LU =AU  /A=0,41,42, ...

NN
pn=1

E igualmente, a los términos, que en los a&tomos se caracterizaban por el valor pro-
pio de L2, se pasa a denominarlos como a los orbitales moleculares, pero con maytscu-
las:

0.M.s A= 0 1 2
o T 0

U A= 0 1 2 3
> I A @

Con lo que los términos moleculares, que son el conjunto de estados de una confi-
guracién con el mismo valor de A y de S, se denominan [F}

2S5+1 ‘A|(/ o 25+1 ’A‘u

Consideremos por ejemplo la molécula Hs, todos los posibles términos que se pue-
den obtener a partir de la base de orbitales atéomicos 1s, y 1s,, que como vimos nos
proporcionaban dos orbitales moleculares:

0, (1) = 154(7) + 1sp(7) Ouy, (1) = 1s4(7) — 1sp(2)

5Y un superindice a la derecha con + é —, segiin sean simétricos o antisimétricos respecto al plano
0, que contiene el eje del enlace
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7., (1)07,,(2) Kl ~sMa@] =13,
550, (1000, (2) + 041, (1)04,,(2) HleWsE@) ~sWe@] =,
Hla)B(2) + B(1)a(2)
550, (1)00,(2) = 20, (1)5,,(2) a(1)a(2) =% %,
BLB(E)
Our, (1)1, (2) { 508 - s =13,

Algunas de estas funciones se pueden escribir como un determinante de Slater:

1 o) WO | i
= | el ) | = e 2

1 —
Zg :> |0-glsa-gls

3 = —
Eu = |O-glso-uls -

1oy, (Da(l) oy, (1)a(1)
V2| 04.(2)a(2) 04, (2)a(2)
Pero otros estados necesitan varios determinantes:

1 _
= [|0g130uls
V2

g (Da(l) o, (1)(1) our,(Da(l) oy, (1)5(1) H
g (2)a(2) 0w, (2)5(2) Tur, (2)(2)  4,,(2)5(2)

g1 (10w, (2)|af] + 0wy, (1)ag,, (2)][af|

\ — a(Da(2)lo,.00.

Iy, =

| =

+ |0uls Ugls

-+

7l

7.7. Modelo de Heitler-London. Teoria de Enlace
de Valencia.

Un serio problema de los calculos sencillos de la teoria de orbitales moleculares es
que la funcién de onda, cuando R tiende a infinito, no lleva a la funcién de onda de dos
atomos neutros de hidrégeno. Veamos lo, considerando la parte espacial (sin olvidarnos
del espin):

1

¥(1,2) = 0. (1)05.(2) = 575

(@a(1) + &6(1))(0a(2) + 5(2))] =

1
2425

[(0a(1)0a(2) + ¢5(1)06(2)) + (¢a(1)96(2) + ¢b(1)da(2))]

Ionicos Covalentes

Estos dos ultimos términos estan relacionados con el solapamiento, es decir con la
interaccion y el enlace, y se denominan covalentes, mientras que los otros dos nos
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estan describiendo un sistema iénico, los dos electrones en a o en b, son los términos
iénicos. Estamos tratando el sistema Hy un 50 % como iénico y otro tanto como
covalente. Cuando R tiende infinito, el solapamiento sera nulo, con lo que el sistema, que
estara compuesto por dos atomos de hidrégeno no interaccionantes, estara representado
fundamentalmente por la funcién :

Voo(1,2) = %[(%(1)%(2) + &5(1)95(2)) + (9a(1)96(2) + (1) 0a(2))] =

%[Xl(lv 2) + x2(1,2) + x3(1,2) + xa(1, 2)]

Los términos del hamiltoniano relacionados con la distancia internuclear seran nulos,
ast:

N A N 1
Eyw = <\IIOO|H6’\DOO> = <\1100|h(1) + hg + T_|\IJOO> -
12

AN,
| — |

a1
<X1+X2+X3+X4|h(1)+h(2)+T_|X1+X2+X3+X4>} =
12
a1 s ‘Te ‘e ‘e
=1 [<X1H x1) + (e Hx2) + (xsHxs) + (xaH X4>} =

[Ey- + Ey- + 2By + 2Ey] =

1 1

que representa la superposicion de dos estados, una mezcla entre la correcta diso-
ciacién en dtomos neutros y la separaciéon en H~ y H*, lo cual no es cierto.

Surge asi otro planteamiento molecular diferente propuesto inicialmente por Walter
Heitler y Fritz London en 1927, y que se denomina Método de Enlace de Valencia
(Valence Bond), desarrollado més extensamente por John Slater y Linus Pauling en
1930.

En vez de partir del sistema H, como modelo no perturbado para describir el
comportamiento de los electrones descritos por orbitales moleculares, es decir donde
tenemos ya el enlace formado, vamos a considerar otro modelo mas simple como es el
de suponer que tenemos dos atomos de hidrégeno que no interaccionan, es decir que
esos dos atomos de H estdan muy distanciados, por lo que su funciéon de orden cero se
podria escribir como producto de las funciones del atomo de H:

(00 x) = DI+ 58+ I ACH =GR + a0 +

(60(1)6(2) L [0(1)n(2)) - A
B+ 100(160(2)) = B = {xallox2)

1o
S~ (a4 - : A
(aHOxs) = (9a(Don(2)1RS + 8 + 2L 10a(160(2)) = (Ga(DIRYI8a(1)) -+ (60(2)|h3I60(2)) +0 =

2By = (xaH®X4)
8Zeitschrift fur Physik, 44, 455 (1927). Traducido al inglés por H. Hettema, Quantum Chemistry,
Classic Scientific Papers, World Scientific, Singapore (2000)
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U1(1,2) = ¢a(1)0p(2)  ocomo  Wy(1,2) = ¢y(1)¢a(2)

o como cualquier combinacion de ellas, en general:

®(1,2) = (C1P7(1,2) + C2¥5(1,2)) f (e, B)
En un planteamiento perturbativo, su HP sera:

ﬁ[OZ_EV?_i_lV?_i
2 ! Ta 2 2 T2
y la correccién perturbativa, H', serd:

. 1 1 1
H=———-—+— (1/R aparte)
b T2a  Ti12
de forma que He = H° + H'
Si aplicamos el método variacional, Los coeficientes de la funciéon de onda los po-
dremos obtener de la forma habitual:

H'® = E® = (H° 4+ H')(CL 19 + CL09) = E(C0Y + C,09)

{ Cl(HH - E) +CQ(H12 - E512> - 0 }
Ci1(Hy — ES13) +Cy(Hy — E) 0

(Hll - E) (le - E512)
(H21 - ESI2> (H22 - E)

Obteniéndose dos valores para la energia, y por supuesto dos funciones de onda,
correspondientes a esos dos estados energéticos:

B, = H111 +SH12 B — Hln —SH12
+ O12 — D12
Uo(1,2) + w9(1.2 Uo(1,2) —w9(1.2
®+(1,2) — 1( Y >+ 2( ) ) @7(172) — 1( Y ) 2( Y )

[2(1 + S12)]"? 2(1 — Si2)]"?

En estas expresiones,

Hi; = (0}

AW Hie = (9a(1)6s(2) | H° | 64(1)6u(2)

S12 = (Y | U3) = (9a(1)06(2) | 96(1)0a(2)) = SG,

Por lo tanto la funciéon de onda completa para el estado fundamental, en términos
de los orbitales atémicos y con la parte de espin incluida sera:

®,(1,2) = ;1/2(¢a(1)¢b(2) + ou(1)$a(2))

2(1+ S2,)] [a(1)8(2) = B(1)a(2)]

Sl
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Si volvemos a las expresiones de los H;;, podriamos poner el H¢ descompuesto en
las partes ya indicadas previamente:

He =h8(1) +RhY(2) + H’
y tendré una F suma de las E,, E, vy E', y entonces:

Hiy = =3 = 5+ 6a()0n(2) | | 6u(16,2)) = =1+ Q

+ Culombiana

e igualmente:

]_ ]. , , "/ /
Hy = —552b — 5525 + (0a(1)n(2) | H' | d5(1)0a(2)) = =52 + K

+ Intercambio
con lo que :
-1+Q- S +K
E+ — 2
1+52,
Q+K Q-K
E, =-1 E_=-1
+ 1 + 82, = S2,

Los resultados obtenidos por Heitler y London fueron los siguientes:
Para una funcién 1s con £ = 1.0, D, = 0.1160 w.a. = 3.156 eV y R, = 1.64 u.a.

Si optimizamos los exponentes de las funciones atémicas,
Para £ =1.166, D, = 0.1390 v.a. = 3.782 eV y R, = 141 u.a.

Si ademas tomamos como funciones una combinacién de s y p,:

ha = (1 — 1241 )€ 0
llegamos a
¢§=1.190, D, = 0.1485 u.a. = 4.04eVy R, = 1416 u.a.

7.8. Comparacion entre las funciones EV y OM.

Podemos escribir resumidamente los dos esquemas propuestos y sus resultados

O.M. E.V.
70 | _1yg2 1 1 1yy2_ 1 1 _lwg2 1 1wg2_ 1
H 2V1 Tla T1b 2v2 T2q T2p 2v1 Tiq QVZ T2p
gl 1 1 1 1
H 712 T1b T2a T12

v g, (1), (2)] B3] N(¢a(1)#5(2) + ¢6(1)da(2)]|a|
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O.M. E.V.

D, (eV) R.(A)  D.(eV) R.(A)
184, 1sy 3.49 0.732 3.78 0.80
CI minima 4.02 0.75 4.13 0.751
1Sa, 1sp (S +p2) 4.02
CI (33 términos) 4.71 0.75
James y Coolidge 4.75 0.740
GVB + F.Densidad 4.74 0.740
Experimental 4.75 0.740 4.75 0.740

7.9. Mejora de las funciones EV y OM.

Podemos de nuevo considerar la funciéon O.M. y omitir los términos iénicos, con
lo que nos quedara la funcién E.V.. Pero claro esta funcion E.V. no es perfecta, pues
aunque los electrones tiendan a estar lo méas separados posible, también existe cierta
probabilidad de que los dos electrones estén en la proximidad del mismo ntucleo, por
lo que en vez de despreciarlos, dichos términos iénicos, podemos multiplicarlos por un
factor ajustable, es decir construimos una funciéon E.V. mejorada del tipo:

VEVrcjorada (1 2) = [0a(1)@5(2) + @5(1)@a(2) 4 6(da(1)0a(2) + ¢5(1)0(2))]| 5]

Donde tenemos ya una mezcla de las funciones iénicas y covalentes.

Légicamente, como el Hy se disocia en dos H, pues el valor de §(c0) = 0, sin
embargo, para R., el mejor pardmetro (con las funciones 1s éptimas, de & = 1.19) es
de 0.26, con lo que se llega a una D, = 4.02 eV.

También podiamos haber optado por mejorar la funcién orbital molecular:

\IJOM(L 2) = Oy, (1)091s (2) |Oé,8|

considerando por ejemplo que la funciéon no esta formada solo por la configuracion
del estado fundamental, sino que puede haber una contribucién del primer estado
doblemente excitado (que tienen la misma simetria y funcién de espin, que no ponemos):

qi()i\'jmejm‘ada (1" 2) = O-gl.s (1>Ugls (2) + ’)/O-uls (1)0-“415 (2)

A este tratamiento en el que se consideran funciones combinacion lineal de varias
configuraciones, se denomina Interacciéon de Configuraciones. Y se puede reescribir
como:

\I]O]\"'['m,evjor'rz(la(17 2) = [¢a(1) + ¢b(1))(¢a<2) + ¢b(2)] + ’y[¢a(1) - ¢b(1))(¢a<2) - ¢b(2)]

= ¢a(1)¢a(2) + ¢b(1)¢b(2) + ¢a(1)¢b<2) + ¢b(1)¢a(2)+
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Ya(1)Pa(2) + dp(1)P6(2) — da(1)Ps(2) — d(1)Pa(2)]

= [0a(1)#5(2) + ¢5(1)0a(2)I(1 = 7) + [¢a(1)$a(2) + du(1)96(2)](1 +7)

Puedo multiplicar por la constante: 1/(1 — ) y llegar a :

F0n 00 (12) = 0a(008(2) + 10214 ( T2 ) [u(1)00(2) + 05102 = Va0 (1.2)

que tiene la misma forma que la funcién Wy,

mejorada ®

En la actualidad se estan empleando ambos modelos, pero usualmente se emplea el
de orbital molecular para célculos de sistemas moleculares a distancias de equilibrio y
modelos de EV o IC para obtener curvas de energia potencial correctas.

Como es légico, seguimos teniendo mal representada la interaccién entre los elec-
trones, pues en ambos casos se parte de funciones no perturbadas que no incluyen esa
interaccién, ese déficit que nos provoca en la energia se denomina (como ya indica-
mos para los dtomos) energia de correlacion. Y se puede calcular con IC completas,
y con otros métodos. En concreto la molécula H, fue resuelta exactamente por H.M.
James y A.S. Coolidgeﬂ7 que extendieron el método que utilizé6 Hylleraas para el Heﬂ,
y emplearon funciones variacionales del tipo:

W(1,2) = e St N Gy [ by VP + i v v

k7l7m7n7p
en coordenadas elipticas:
_ TiatTip __ T2a+T2p
Ml_aTl NQ_GTZ u_2r12
T1la—T T2q—T" -
Vl — 1aR 1b VQ — QaR 2b R

llegando a obtener un R, = 1.4011 v.a. y D, = 4.7476 ¢V = 0.1745 u.a., que
concuerdan con gran precision con los datos experimentales

"Hubert M. James and Albert Sprague Coolidge, J. Chem. Phys. 1, 825 (1933)
'E. A. Hylleras, Z. Phys. 54, 347 (1929)
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Funcién de onda Ref. | Pardmetros D. (eV) | R. (u.a.)
[Lso(1) + Lsy(D][1sa(2) + 1s5(2)] & | €=1.0 2.695 1.61
(15a(1) + 1sp(1))(1sa(2) + 15(2)) a | € =1.197 3.488 1.38
1sa(1)185(2) + Lsy(1)54(2) ab | €=10 3.156 1.64
1sa(1)1sp(2) + 1sp(1)1s4(2) a,c | & =1.166 3.782 1.41
C[lsa(l)lsb(Q) + 131)( )1Sa( )] §=1.0

H[15a(1)154(2) + 1s5(1)155(2)] d |c=6322 3.230 1.67
c[1s4(1)18p(2) 4 15p(1)15,(2)] £ =1.194

+[Lsa(1)154(2) + Lsy(1)15,(2)] d |c=378 4.025 1.43
$a(1)2(2) + Pp(1)¢a(2) 15 = &op = 1.19

¢ =1s+ \2p, e | A=0.105 4040 | 1.416
Kolos & Wolniewicz (n=100) f 4.74759 | 1.4011
Experimental 4.74759 | 1.4006

@ C.A. Coulson, Trans. Faraday Soc. 33, 1479 (1937)

b W. Heitler and F. London, Z. Physik 44, 455 (1927)

¢ 8.C. Wang, Phys. Rev. 31, 579 (1928)

4§, Weinbaum, J. Chem. Phus. 1, 593 (1933)

€ N. Rosen, Phys. Rev. 38, 2099 (1931)

F W. Kolos and L. Wolniewicz, J. Chem. Phys. 49, 404 (1968)
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7.10. El modelo Hartree-Fock aplicado a moléculas.

Ya hemos visto dos métodos diferentes de abordar el problema del calculo de la
funcién de onda del H,, que en general se pueden aplicar a moléculas diatémicas. Sin
embargo, a medida que aumenta el tamano de las moléculas su nimero de electrones
es mayor, y la optimizacién de las funciones de onda se complica, y hay que recurrir a
métodos como el ya expuesto para los atomos, el método de Hartree-Fock.

En general, el hamiltoniano electrénico se puede desarrollar, escribiendo lo tal y
como hicimos en la aproximacion de O.M., y considerando la aproximaciéon Born-
Oppenheimer, como:

. - 1
HE = bty -
1 p<v
tal que
\ Iy X Z,
hu = —Evﬂ — a
a=1

Esta 1ltima parte es la que difiere del H electrénico de los dtomos polielectrénicos.

Asi mismo, y en esta aproximacion de O.M., podemos escribir la funcion de onda
¥ como un producto antisimetrizado de funciones monoelectrénicas (espin-orbitales -
determinante de Slater):

U(1,...n) = |0,Dy...D,... D0, (1)®5(2) ... (i) ... Du(n)]

1
= vl

Supongamos, por simplicidad, que n es par (n = 2N) y es un sistema capa cerrada,
es decir para cada ®,(u) = ¢;(p)a(p) existe ®,(v) = ¢;(v)B(v), es decir, hay dos
electrones con la misma parte espacial y diferente parte de espin, con lo que el orbital
¢; esta doblemente ocupado. Entonces se puede escribir la energia como:

N N N
E¢ = (U|H¢| W) = QZE? + ZZQ‘]U — K
i=1

i=1 j=1
EIIF — EC + V”Jl

siendo

€ = (i) | hyu | @il1))
Jij = <¢i<u>¢i<u>|miywu)@(u»

K,y = (i), <u>|ﬁlyr¢j<u>¢i<u>>
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Pero no conocemos ¥, para lo cual podemos emplear el método variacional, que, con
la restricciéon de ortonormalidad de los OMs, nos lleva a unas ecuaciones diferenciales
de Hartree-Fock:

{F (1) i(p) = €i¢i(ﬂ)}

que es un conjunto de ecuaciones de pseudo-autovalores, ya que los ¢;(i) son auto-
vectores de un operador F', el operador de Fock, que se forma con dichos auto-vectores

oi(p):

tal que iLM =—-V2 - —
J,0)bi() = @(u)@ﬂv)i@(u»

. 1
Kj(v)gi(pn) = ¢j(ﬂ)<¢j(’/)r—¢i(’/)>
nv
Utilizando la aproximacién OM-CLOA (propuesta por Roothaan y por Hall, en

1951@, cada O.M. ¢; se puede escribir como combinacién lineal de un conjunto completo
de funciones de base (P.e., una combinacién lineal de orbitales atémicos) {xx}*.

i) =Y Crixa(p)

Asi pues, la E serd una funcién de estos coeficientes: E = f(C};), con lo que la
ecuacion variacional anterior se puede escribir matricialmente:

tal que F y S son matrices cuadradas de dimensién p x p

S = (S54) /Siz = (X | Xx)

F=(F;) /F;j= F’Xk>

C; es un vector columna de p elementos y €; es un escalar que representa la energia
del orbital molecular ¢;.

P.een el caso de p=3:

iC. C. J. Roothaan, New Developments in Molecular Orbital Theory, Rev. Mod. Phys. 23, 69-89
(1951)
G.G. Hall, The molecular orbital theory of chemical valency. VIII - A Method of calculating ionization
potentials,Proc. Roy. Soc. [London], A 205, 541-552 (1951)



VII-Introduccion al estudio de moléculas. 129

Fi Fip Fis Chi S Sz Sis Chi

Fo Fy Fys Co | =ei | Sa Sa2 Sas Cyi

F31 F3p F33 Cs; S31 Szz Sas Cs;
F11Chi + F12Cs + Fi3C75 S11C1 + 51209 + 51305
Fo1Chi + FooCo + FozCsi | =i | S21C1; + 2209 + S23C5;
F3,Ch + F32C0; + F33C5; S31C1 + S32C%; + S33C5;

con lo que podemos igualar cada término de las matrices y queda el conocido sistema
de ecuaciones homogéneo:

(Fi1 — €511)Chi + (Fia — €512)Ca; + (Fi3 — €,513)C3 = 0
(Fh1 — €521)Chi + (Fag — €,522)Ca; + (Foz — €,523)C3 = 0
(F51 — €;551)Chi + (Fs2 — €,532)Ca; + (Fs3 — €,533)C3 = 0

Estas ecuaciones solamente tienen la solucién no trivial si el determinante de los
coeficientes es nulo:

(F11 - €i511) (F12 - Ei512) (F13 - 52'513)
(F21 - €i521) (F22 - €i522) (F23 - 61523) =0
(F51 — €531) (F52 — €S32) (F33 — €S33)

Se resuelve y tendremos tres valores de ¢; y los correspondientes coeficientes

€1 €9 €3
Cn 012 Cl3
C'21 C'22 C23
C31 Cso Cs3

Claro, el problema esta en resolver el determinante secular, pues F depende de jj y

K y estos operadores de los O.M.s, es decir de los coeficientes, que son lo que queremos
buscar.

Lo que se hace es postular unos coeficientes de partida y a través de un proceso
SCF se llega a las soluciones auto-consistentes.

Los métodos que parten de un conjunto de funciones y calculan todas las integra-
les que aparecen en el H antes visto, son los denominados métodos ab initio , y sus
resultados seran tanto mejor cuanto mas completo sea el conjunto de funciones de base.

Una base minima es aquella en que se toman las funciones (O.A.s) precisas para
llenar la capa de valencia de los electrones del sistema disociado. Base Simple Z.

Una base mas amplia sera aquella en la que se emplean mas funciones de base, con
lo que tendremos un conjunto de O.M. mayor del preciso para colocar los electrones
del sistema. Légicamente los electrones se asignan a los O.Ms con menor energia, y
a esos orbital molecular se les denomina orbital molecular ocupados, mientras que el
resto que estan vacios se denominan orbital molecular virtuales. Base Doble Z, doble
Z para la capa de valencia, tripe Z, ....
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Base limite Hartree-Fock es aquella que, dentro de un error dado, nos proporciona
la mejor energia que se puede obtener con el método Hartree-Fock, y que no se mejorara
por mucho que ampliemos la base.

(Recordad la direccién: Bases)
Vamos a analizar una serie de calculos Hartree-Fock y los més sofisticados de tipo
Interaccién de Configuraciones (CI) para la molécula de Hs, utilizando diversas bases:

Hartree-Fock CI

Base Descripcién de la Base R.(A)  E(hartree) t (s)® | R.(A)  E(hartree) t (s)®
STO-3G (3s) — [13] 0.7122  -1.117506 1.6 | 0.7359  -1.137206 1.8
3-21G (3s) — [29] 0.7346  -1.122960 1.5 | 0.7498  -1.147877 1.8
cc-pVDZ (4s,1p) — [2s,1p] 0.7483 -1.128746 2.0 | 0.7609 -1.163673 24
cc-pVTZ (58,2p,1d) — [3s,2p,1d] 0.7344  -1.132990 2.4 | 0.7426  -1.172337 3.0
cc-pVQZ (6s,3p,2d,1f) — [4s,3p,2d,1{] 0.7337 -1.133495 3.3 | 0.7419 -1.173796 4.8
ce-pVShZ  (7s,4p,3d,2f,1g) — [5s,4p,3d,2f,1g] | 0.7335 -1.133646 8.5 | 0.74154  -1.174223  20.8
copV6Z  (108,5p,4d,36,2g) — [65,5p,4d,3,2g] | 0.7335  -1.133663  48.4 | 0.74147 1174346  151.0
Exp. (Do + 0.5we) 0.74144 -1.17456 0.74144 -1.17456

@ G03 Rev D.01, en un Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q6600 @ 2.40GHz (4GB, 2 proc)
Ecorr= -0.04091 hartrees
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7.11. Moléculas diatomicas homonucleares.

Pasemos a ver la estructura electrénica de las moléculas diatémicas. Para estos
sistemas, si seguimos empleando el modelo de orbital molecular-CLOA, tendremos que
su funcién de onda sera un producto antisimetrizado de esos O.M.s , los cuales van a
tener unas caracteristicas de simetria similares a los ya vistos, pues se forman de igual
manera, es decir a partir de O.A.s, por lo que serdan funciones propias de L.

g (gerade)

— Inversién respecto al centro del enlace =
u (ungerade)
— Reflexién a través de un plano en el centro de enlace

enlazante

y perpendicular a él = { antienlazante

— Rotacion respecto al eje del enlace = o, 7,9, ...

Y se les denominard con los simbolos (letras griegas) ya indicados para el Hy y Ho
(g, Ous Tu, - - . ) Estos O.M.s se irdn llenando por orden energético, es decir primero los
de menor energia. Aunque no se puede dar un orden definitivo, si se suele verificar el
siguiente orden energético :

lso, < 1s0y, < 2504 < 250, < 2p,Ty = 2pyTy 7 2p0y < 2P,y = 2pymy < 2p0y,

Ogls < Oyls < Og2s < Oy2s < Ty2p, = Tru2p, 7é Ogop < Tg2p, = T g2py < Ou2p

tal que
o — A=0
T — A==%1
b = A==%2

Otra forma de designarlos es numerando los de la misma simetria, y dando por sabido su
caracter enlazante y antienlazante, lo cual es més correcto ya que suelen ser combinacion
de O.A. de su simetria:

lo, < lo, < 20, < 20, < 1m, = 17, # 304 < 17, = 1y < 30,
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El orden energético no es el mismo para todas las moléculas diatémicas, asi, para
las del primer periodo tenemos la siguiente estructura (Pag. 235 de "QUANTA”  P.W.
Atkins)

Z
b3

o
(&

!
(&

2 2

4c

u _—

Li Be B, C,

ZTEg _— —

3oy | —— = 4

e

Tl T T

20g —H—
AT

£t
bt

T+ 4

1 AT

Con este esquema, vemos que para el Hs, los dos electrones estarian en el orbital
molecular de menor energia, su configuracion seria 103, y su funcién de onda seria:

_ 1 _
U(1,2) =| loylo, |= 7 | 1o,(1)10,4(2) |
Para el He,, con cuatro electrones se llenaran los O.M.s 1o, y 1o, (1o7107.). Ten-
dremos dos electrones con caracter enlazante y otros dos de caracter antienlazante, lo
que sugiere que no sea un sistema estable, como ocurre experimentalmente.

Aparece un concepto el de orden de enlace (O.E.), que se define como la mitad de
la suma de los electrones enlazantes menos los electrones antienlazantes, y que esta
relacionado con la existencia y fortaleza del enlace (cantidad de energfa precisa para
romperlo).

*

(ne B ne)
2
Podemos asi llegar al Bs, cuya configuracion es 103 lo? 203 202 172, que presenta
un orden de enlace de 1, por lo que serd estable.
Dado que los ordenes de enlace estéan relacionados con la fortaleza del enlace, existira
una relacién directa con su energia de disociaciéon y con la distancia de equilibrio de

O.E. =



VII-Introduccion al estudio de moléculas. 133

dicho enlace.

Sistema O.E. R.(A) D, (eV) Configuracién Términ
H, 1 0.741 4.747 1o, 'sF
He, 0 2970 0.001 1lo;107 'ar
Lo 1 2.673 1.057 KK 203 12;‘
*Bes 0 2450 <0.005 KK 207 20, 'ar
B, 1 1590  3.060 KK lo2 202 172 Do
Cy 2 1242 6334 KK 20° 202 7} D
Ny 25 1116 8860 KK 202 20° 1! 30! 2yt
N, 3 1.098 9.945 KK 20} 20, 1, 30, e
O5 25 1123 6770 KK 202 20° 302 1n? 17 11,
O, 2 1.207 5.263 KK 20} 207, 30, 1m, 1, o
F 1 1412 1658 KK 202 202 302 1nt 17} Dy
Ney 0 3.150 0.003 KK 203 202 303 1md 17r;1 302 12;

- Tomados, en su mayoria, del NIST WebBook.
- * Se ha detectado en experimentos a muy baja temperatura JCP-113-4083(2000).

Hay otra cuestion de la que no hemos hablado antes, es cudantos posibles términos
puedo tener con una configuracién dada.
Pero eso queda para la Espectroscopia.

kLos superindices + y — se refieren a la simetria respecto al plano que contiene al eje del enlace
Oy


https://webbook.nist.gov/chemistry/
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Esta es una representacion grafica de los orbitales moleculares del Cs:

¢lag
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7.12. Moléculas diatomicas heteronuclares

El tratamiento de moléculas diatémicas heteronucleares es similar al de las molécu-
las diatémicas homonucleares. Sigamos con la descripciéon de O.M., en este caso seguiran
teniendo simetria respecto al giro entorno al eje de enlace, pero ya no podran tener
la propiedad simétrica de poderse invertir respecto al centro del enlace, (inversién de
coordenadas) y desaparecen las propiedades g o u, por lo demds se seguirdan llamando
o, 7,0, ..., enumerandose en orden de energias crecientes.

lo<lo" <20 <20 < 1lr < 30 < 17" < 30*

Si analizamos la representacién grafica de los orbitales atémicos y moleculares (dia-
gramas de correlacién) para una hipotética molécula heteronuclear, hay que tener en
cuenta la distinta energia de los orbitales atémicos, lo que puede llevar en muchos casos
a que practicamente no se mezclen si esa diferencia es muy grande (Como veremos en
el FFH p.e.), y los orbitales moleculares de mas baja energia serdn practicamente los
atémicos del sistema aislado.

Es decir :

= Siguen siendo funciones propias de L..
= Tiene sentido hablar de O.M. o, 7, 0,...

» Las funciones de onda NO tienen la propiedad simétrica de la inversién (g y u
desaparecen de la denominacién de los O.M.s)

= Los orbitales moleculares que se combinan deben ser de la misma simetria y de
energias similares.

= Aparece una transferencia de electrones entre los atomos, que al no ser iguales
produce unas cargas netas en los atomos, cosa que no ocurria en las moléculas
diatémicas, produciéndose una polarizacién y caracterizandose por tener un mo-
mento dipolar. Una propiedad relacionada con esto es la electronegatividad de
los atomos, o capacidad por atraer y retener electrones. Una idea de esa transfe-
rencia la podemos ver en el andlisis de cargas de algunas moléculas diatémicas,
en su estado fundamental:
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AH LiH BeH BH CH NH OH FH
Rezp A 1.596 1.343 1.232 1.120 1.036 0.970 0.917
qa(u.a.) 0.229 0.306 0.0817 -0.283 -0.276 -0.313 -0.427

“H-Li* ~H-Bet ~H-B® *H-C- *H-N- fH-O~ *H-F~
| (u.a.) 2.364 0.109  -0.6857 -0.624 -0.643 -0.692 -0.757
Estado X X7 vt Iy+ I 3y 11 Iy+
AF LiF BeF BF CF NF OF FF
Rezp A 1.564 1.361 1.267 1.272 1.317 1.354 1.412
qa(u.a.) 0.824 0.656 0.503 0.338 0.282 0.161 0.000

*Li-F~ *B-F~ *tB-F~ fC-F~ fN-F~ *TO-F~
f(u.a.) -2.540  -0.503 0.342 0.178 0.127 0.125  0.0000
Estado X Iy+ Iyt Iy+ 1 3y - I Iy+
Calculos HF /aug-cc-pVQZ, a R, exp.

o O

Q

@)

Cuadro 7.1: Representacién grafica de los orbitales moleculares del FFH
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7.13. Curvas de energia potencial

Para finalizar indiquemos que para las moléculas, los estados energéticos aunque se
caracterizan por su energia, y es unica para ese estado, depende de la conformacion de
la molécula, de su geometria, asi para distintas geometrias, dentro de un mismo estado
energético tenemos distintas energias. A su vez, para una geometria dada, podemos
tener distintos estados con sus respectivas energias, que si no son degenerados, seran
diferentes entre si .(Ver curvas de energias potencial).

Indicar algo sobre los niveles vibracionales y los rotacionales.

Considerad que para cada estado electrénico, tendremos su curva de energia poten-
cial, que es la suma de la energia electronica y la de repulsion entre las cargas nucleares;
pero ademas, las moléculas estan vibrando dentro de esa curva de energia potencial, y si
se aproxima por un oscilador arménico, se puede ver que esa energia estara cuantizada
y los niveles energéticos vendran definidos por la expresion :

1
Eyip = hve(v + 5) siendo v =0,1,2, ...

donde la frecuencia vibracional de equilibrio que esta relacionada con la contante de

1 fke
2w o

(Esta solucién la visteis para el oscilador arménico, pero las CEP reales no son
parabolas centradas en la distancia de equilibrio. Se consideran anarmonicidades)

Y no sélo vibra la molécula, también puede rotar. Un primer modelo es el considerar
la molécula como un rotor rigido, cuyos niveles energéticos se pueden calcular en funcion
del momento de inercia (I = pR? para una molécula diatémica),

fuerza de dicho oscilador (k) y su masa reducida (u) por: v, =

J(J +1)h?

E.oq = R con J=0,1,2,...

Por ultimo, también puede moverse, trasladarse, y tendra la energia de traslacion
de su centro de masas Fipqs = % pv?, siendo v la velocidad con que se desplaza.

FE = Eelec + Euib + Erot + Etras

No olvidar las diferentes magnitudes de cada una de estas componentes energéticas.
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Figura 7.1: Curvas de energia potencial de la molécula de N,. [?, 7]



Capitulo 8

Simetria molecular

8.1. Hamiltoniano de las moléculas poliatémicas.
La simetria molecular.

El paso de moléculas diatémicas a poliatomicas va a suponer una ligera complicacion
numérica, pero no asi una complicacién formal, ya que el Hamiltoniano tendra los
mismos términos ya conocidos por todos. Si seguimos empleando la aproximacién Born-
Oppenheimer, el H se puede escribir, siendo n el niimero de electrones y N el de nicleos,
como:

N-1 N N
~ ~ ZAZB ~ / ZAZB
H=H+ — H
Z BZ>A TAB fé TAB
. n 1 , n N ZA n—1 n 1 n_ n 1
AR IR D eSS I
1 oA k4 pov>p B j p<v K

De las dos teorias aproximadas que hemos visto la méas empleada hasta ahora ha
sido la de O.M.s, lo que no quita para que se hayan empleado, y de hecho se empleen
cada vez mds, modelos surgidos de la teoria de enlace de valencia (E.V.).

Ademas, y al igual que en dtomos y moléculas planas, el H no depende del espin,
por lo que conmuta con 52 y S, y podremos seguir conociendo sus valores propios

[S2, H] =0 [S.,H] =0

Respecto al momento angular, en los atomos L? y L, conmutaban con H , luego al
pasar a moléculas diatoémicas tan sélo conmutaba IA% y teniamos los términos definidos
por S'y A; ahora, en el caso de las moléculas policéntricas ya no se da la conmutacion
de H con I:Z, ( salvo en moléculas lineales como el CO;) y no podremos conocer al
tiempo su energia y el valor de la componente z del momento angular total. Hemos de
buscar algo que nos ayude a identificar los distintos estados moleculares, y eso va a ser
la simetria de la molécula, se cumple que el H conmuta con las operaciones de simetria
del sistema OR.

[Or, H] =0

139
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Vamos a dedicar un tiempo a analizar estas operaciones de simetria, qué son, cuales
son y la estructura matemédtica que forman, para analizar en qué nos pueden ayudar.

8.2. Elementos y operaciones de simetria

(Ver las pdginas Web:

http://symmetry.otterbein.edu/,

http: //www.staff.ncl.ac.uk/j.p.goss/symmetry/,

http: / /www.webqc.org/symmetry.php)

En la naturaleza nos encontramos la simetria por todos los lados, como ejemplo
podemos admirar la belleza y la distinta simetria que tienen estas flores:

Al igual que hay flores con mayor simetria que otras, Hay objetos mas simétricos
que otros, asi, una esfera es mas simétrica que un cubo, porque parece la misma después
de haberla rotado un angulo cualquiera con respecto a cualquier didmetro, mientras
que un cubo sélo parece el mismo si se rota angulos de 90 grados, 180 o 270, respecto
a los ejes que pasan por el centro de sus caras, o 120 6 240 grados con respecto a los
ejes que pasan por vértices opuestos. Pues igual pasa en las moléculas, una molécula
de N Hj3 es mas simétrica que la de HyO, porque se ve igual después de rotarla 120 6
240 grados con respecto al eje que pasa por el N y es perpendicular al plano en que


http://symmetry.otterbein.edu/
http://www.staff.ncl.ac.uk/j.p.goss/symmetry/
http://www.webqc.org/symmetry.php
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estan los Hs., mientras que la de H,O solo se ve igual después de una rotacién de 180
grados, el benceno, con rotaciones de 60 grados...

Las operaciones de simetria son transformaciones geométricas que, después de su
aplicacion a un objeto lo dejan indistinguible respecto a como estaba inicialmente.

Las operaciones de simetria estan relacionadas con los elementos de simetria

Los elementos de simetria son una entidad geométrica tal como un punto, una linea
o un plano, respecto a la cual se realiza una o mas operaciones de simetria.

Los objetos, y en particular las moléculas, se pueden clasificar en grupos de simetria,
sin mas que identificar todos sus elementos de simetria. Asi, la molécula H,O estara
en un grupo distinto al de la molécula N Hj.

Hay cinco tipos de operaciones de simetria, que dejan al menos un punto inalterado,
dando lugar a los grupos puntuales.

Identidad ( E) .

Esta operacion consiste en no hacer nada, y el elemento correspondiente es el
objeto entero, ya que permanece inalterado todo él. Todo objeto (molécula) po-
see al menos esta simetria. Algunas, como el C HCIBrF solamente tienen este
elemento de simetria.

E(z,y,2) = (2,9, 2)

Rotacién (operacion) con respecto a un eje de simetria (elemento) (C,,).
Si una rotacién de @ = ZTT deja la molécula aparentemente inalterada, es que
tiene un eje de simetria de orden n (). Asi, el HyO tiene un eje de simetria
binario Cy, y el N H3 un eje terciario Cj3, pero le corresponden dos operaciones de
rotacion, segun sea el sentido del giro. Se considera rotacién positiva a la que se
efectiia en sentido contrario al reloj, visto desde arriba. La esfera tiene mucha méas

simetria, porque tiene infinitos ejes de orden infinito. Un objeto puede tener varios
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ejes de rotacién, en este caso el que que tiene el mayor valor de n se denomina eje
principal. Si hay varios ejes del mismo n, el principal es el que atraviese mayor
numero de atomos. Tened en cuenta que tanto la operaciéon como el elemento se
denominan de igual forma.

C,,C*. .. ,C'=E
Cly, Ci =0y, ci =0t Ci=E

= Se adopta como signo positivo el contrario al de las agujas del reloj.
= Se considera como eje principal el de mayor n.

= Si hay varios ejes del mismo n, el principal es el que atraviese mayor niimero
de atomos.

Reflexién en un plano de simetria (o).

El simbolo utilizado es o tanto para la operacién como para el elemento. Cuando
el plano contiene al eje principal, se denomina vertical (0,). El HyO tiene dos
planos de simetria verticales, el N Hj tiene tres. Cuando el plano de simetria
es perpendicular al eje principal, se denomina horizontal (0,). La molécula de
benceno tiene un eje principal Cg y un plano especular horizontal (y otros ele-
mentos). Cuando el plano de reflexién es vertical y biseca el angulo formado por
dos ejes Cs perpendiculares al eje principal, se denomina plano diedral o diagonal
(04) Existen moléculas con infinitos planos de simetria, tales como las moléculas
lineales.

P.e.: el plano xy nos transforma el punto (x,y,z) en el (x,y,-z):

0-$y($7 Y, Z) — (.ZU, Y, _Z)

o"=F si n es par

o'=o0 si n es impar

En resumen:

= 0y, horizontal, pasa por el origen y es perpendicular al eje principal.
= 0,, vertical, pasa por el origen y contiene al eje de més alta simetria.
= 04, diedro o diagonal, ademas de vertical, biseca el dngulo entre dos ejes
perpendiculares al eje principal.
Inversion a través del centro de simetria (i ).

Imaginese que se toma un punto de un objeto, se mueve hasta su centro y luego se
aleja la misma distancia hacia el otro lado. Si el objeto aparenta estar inalterado,
es que tiene un centro de inversion. El cubo, el octaedro regular y el benceno
tienen un centro de inversion.

i(r,y,2) = (—z,—y, —2)
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"=F , sl n es par

" =1 , si n es impar

Se indica con ¢ o u, segin sea simétrica o antisimétrica respecto a la inversion.

Rotacién impropia respecto a un eje de rotacién impropio (.5,).

Una rotacién impropia de orden n consiste en una rotacion de orden n seguida de
una reflexion en un plano horizontal. E1 C'Hy tiene tres ejes Sy (y seis operaciones
correspondientes, tres en el sentido del reloj y tres en el sentido contrario).

Si existe C,, y o perpendicular, entonces existe S,,, pero es més interesante cuando
no existen separadamente los C,, y el o. Por ejemplo en el etano alternado:

Existe C3, pero no el Cg y sin embargo cCs = Cgo = Sg

Sy =FE ,
Sinespar: S) =FE
S5 =Cg =04 Sg =8 =1 Sg = C3 S¢=F

luego sélo quedan: Sg y Sg.

La existencia del Sg implica que existe el C3 {E, Cs, C3} e i. En general S,
implica la existencia del eje C, 5.

Cuando n es impar: S" =0  S"=F
S;  S=2 0§ S-c! S-—g¢
Si-cy ST S-c s sh-p
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8.2.1. Grupo.

El conjunto de operaciones de un sistema molecular forman un grupo puntual de
simetria:

Grupo: Es un conjunto de elementos (las operaciones de simetria) para los que se
ha definido la operacion producto y estan interrelacionados con un conjunto de reglas:

1. El producto de cualesquiera dos elementos del grupo debe ser un elemento del
grupo. (Cierre)

2. Existe un elemento del grupo que conmuta con todos los demas y su producto les
deja invariantes, es decir como estaban. Dicho elemento se denomina elemento

Identidad (E).
3. Cumplen la propiedad asociativa respecto al producto:

A(BC) = (AB)C

4. Todo elemento del grupo, R, tiene su inverso, S, tal que R-S =5 -R=FE.
(ABC) ' =C'B'A!

/ -1 ~1_-1 2 /
0,C3 = 0, (0,C3)" =C5 0, =C30, =0,

Orden de un grupo

Es el numero de elementos de un grupo finito. (h).

Los grupos para los que se cumple que A- B = B - A para todas las operaciones, se
denominan grupos abelianos.

Siempre conmutan las siguientes operaciones de simetria:

Dos rotaciones sobre el mismo eje.

Reflexiones a través de planos perpendiculares entre si.

La inversion y cualquier reflexién o rotacion.

Dos rotaciones Cs sobre ejes perpendiculares.

Rotacién y reflexién en un plano perpendicular al eje de rotacion.

Clases de las operaciones de simetria.

Otra forma de agrupar los elementos de un grupo es por clases. Consideremos la
siguiente operacion denominada transformacion de semejanza:

B=X1AX

Donde A, B y X (que no tiene por qué ser distinto de A o B) son elementos de un
grupo. Se dice que B es la transformada de semejanza de A por X. O lo que es lo
mismo, A y B son elementos conjugados.

Propiedades de elementos conjugados
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= Todo elemento es conjugado consigo mismo: EAE = A.
= Si A es conjugado de B, entonces B es conjugado de A.
= Si A es conjugado de B y C, entonces B y C son conjugados entre si.

El conjunto completo de elementos que son conjugados entre si forma una clase del
grupo.
8.3. Clasificacién de las moléculas por simetria

El nimero de grupos puntuales de simetria es limitado. Y cada molécula pertenece
a uno de dichos grupos.

Grupo | C,, o i Sn
€

s 1

%

Gn 1(n>2)

G, 1(n>2) 10y v/ (n par) Vv
G o 1(n>2) n o,

578 1(n=4,6,...)
D 1(n>2)+nCy L

Do, 1(n>2)+nCy L 1 o4 + no, L | v/ (n par) v
Dra 1(n>2)4+nCy L nog v/ (n impar) | y/
T > 1 Vi Vv
6, | >1 % v v v
<]h > 1 EICS \/ \/ \/
Coov (n co: eje diatémica heteron.) | 1/

Deor | (n 00: eje diatémica homon.) | 4/ vV

Lo que hay que hacer es buscar sus elementos de simetria y agrupar aquellas que
tienen los mismos. Asi, el H>O estara en un grupo distinto del N Hs y ambos en otro
que el C'Hy, el cual estard en el mismo que el CCly o el tetraedro regular. El nombre
que se les da depende de los elementos de simetria que tengan:

(Ver: http://www.staff.ncl.ac.uk/j.p.goss/symmetry/Molecules_13d.html)

= Grupo C: Pertenecen a él las moléculas que sélo tienen el elemento de simetria

identidad (E). P.e. CHFCIBr

» Grupo C;: Si tienen la identidad y la inversion. P.e. Acido Mesotartdrico. coo

COOH

T


http://www.staff.ncl.ac.uk/j.p.goss/symmetry/Molecules_l3d.html
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= Grupo C: Si tienen la identidad y un plano de reflexion, como la quinoleina:

s Grupos (,,: Cuando tienen la identidad y un eje de orden n. P.e. el HyOs perte-

neceria al Cy (C5 es el grupo, es la operacion y es el elemento de simetria).

AT

Grupos C),,: Tienen la identidad, un eje C, y n planos de reflexion verticales
(no,). Entonces el HyO pertenecerd al Cy,, y el NHj al Cs,.

Muchas moléculas lineales son C,

Grupos (,;,: Las moléculas de este grupo tienen la identidad, un eje principal de
orden n y un plano de reflexion horizontal. Un ejemplo es el trans CHCI=CHCI,
que tiene (E, Cy, 0p,1) y pertenece al grupo Cyy,. Nétese que a veces la presencia
de un elemento de simetria esta implicado por otros, en este caso el Cs y el gy,
implican la presencia de la inversion.

H Cl
‘x\\\ /
- E———=¢C -
1| ™
-\\ ) ‘\\
\"x\ '\.\
Cl N, H
L C .

Grupos D,,: Tienen la identidad, un eje principal de orden n y n ejes binarios
perpendiculares a C,

Grupos D,,;,: Son los que pertenecen a D,, y ademas tienen un plano de reflexién
horizontal. P.E. el BF3 o el PCl5 con (E,C3,3Cy,05) pertenecen al Dsy,. El
Ferroceno eclipsado Dsy:
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[

5

Las moléculas diatémicas homo-nucleares pertenecen al D,

» Grupos D,,: Las moléculas que pertenecen al D,, y tienen n planos de reflexién
diedrales. P.e. el etano estrellado pertenece al D3, y el El Ferroceno estrellado al
Dsgq.

Cualquier otra configuracién intermedia pertenecera al grupo Ds.

= Grupos S5,: Aquellas moléculas que tienen un eje S,. Son muy raras las que
pertenecen a grupos S, con n > 4. (El Sy = C}). El Tetrafenil metano pertenece
al 84.

(Ver por ejemplo Tetraphenylmethane)

= Grupos ciibicos: Hay un grupo de moléculas con mucha simetria, pertenecen
a los grupos tetraédricos T, T;, Ty, o a los grupos octaédricos O, Oy. El tetraedro
y el octaedro regular pertenecen al T, y O; respectivamente. Si no posee los
planos de reflexion de los anteriores, entonces pertenecera a los grupos 7'y O
respectivamente, y por ultimo el T}, es como el T pero con un centro de inversion.
Pe. CHy al Ty y el SEg al Oy,.

Son sélidos platénicos: Tetraedro (T), Ctibico-Octaedro (O) y Dodecaedro-Icosaedro

(D).

» Grupo de rotacién completa (R3): La esfera y los atomos pertenecen al grupo
Rs.

Para asignar un grupo a una molécula, se sigue el siguiente diagrama:


https://pubchem.ncbi.nlm.nih.gov/compound/12424
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Dos

mas ),
Dociy w n > 27
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8.4. Representaciones y Tabla de caracteres

Como cualquier operador, las operaciones de simetria se pueden representar matri-
cialmente para un conjunto dado de funciones de base (que pueden ser las coordenadas
nucleares, o las funciones de base centradas en cada atomo). Pero todas las repre-
sentaciones se pueden escribir en funcién de unas pocas representaciones irreducibles
caracteristicas de cada grupo puntual de simetria.

La lista de todas las posibles representaciones irreducibles de un grupo se denomina
tabla de caracteres.

La del grupo Cs, es :

Cgv E 203 30—1}
A1 1 1
Ay |1 1 -1
E |2 -1 0

Fila superior: Operaciones de simetria, agrupadas por clasesf] ya que todas las ope-
raciones de una clase tienen el mismo caracter para las representaciones irreducibles
del grupo.

Primera columna: La especie de simetria de las representaciones irreducibles.

Las representaciones irreducibles tienen unos nombres estandares, para los cuales
se siguen las reglas de Miilliken:

1. Mono-dimensionales, se denominan A 6 B, las bidimensionales E y las tridimen-
sionales T (o F), y las superiores G, H,....

2. Sison mono-dimensionales y simétricas respecto al eje principal C,,, se denominan
A y si es antisimétrica B.

3. Los subindices 1 y 2 designan que son simétricas o antisimétricas respecto a un
C5 perpendicular al eje principal, o a un plano de simetria vertical si no hay Cj.

4. Las primas y dobles primas (> ”) indican que son simétricas o antisimétricas
respecto al oy,

5. Si existe la inversién, se denominan con los subindices g o u segiin sean simétricas
o antisimétricas respecto a dicha operacion.

6. Existen otras reglas para las bidimensionales (E) y tridimensionales (T).

Normalmente en las tablas de caracteres de las diversos grupos se incluyen las
especies de simetria de las representaciones desarrolladas por {x,y, z}, asi como para
" 2 2 27.
las formas cuadraticas {z*, zy, xz,y* yz, 2%}

aRecordad, las operaciones A y B pertenecen a la misma clase si con conjugados, B = X 1AX
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Cs, | E 2C5 30,

A 1 1 1] =z 22 + 92, 22

A, |11 -1 R.

E |2 -1 0](=y @y ay(rzyz) (R, Ry

La R,, R,, R, indican las rotaciones (Como se transforman con las operaciones de
simetria del grupo, y lo hacen como las componentes del momento angular , p.e. R,
como l, = xp, — yp., que es equivalente a zy — yx)

Ver pagina de Tablas de Caracteres

8.5. Aplicaciones

Las tablas de caracteres se pueden usar para:

= Determinar a qué especie de simetria pertenecen las funciones de una base.
Pueden existir funciones de base que ¢ ninguna especie de simetria = sin simetria
definida.

= Construir funciones de base adaptadas a la simetria a partir de bases sin simetria
definida. Utilidad: Si un OM se expande usando una base adaptada a la simetria,
solo las funciones que pertenecen a la misma especie de simetria que el OM entran
en la expansién, pues:

Vom =, ci, ¢ = (Wi|[You) =0 siv; y Vou € especies de simetria #

» Obtener orbitales moleculares de simetria ( o adaptados a la simetria).

Tanto la funcién de onda electrénica como cada orbital molecular que la forma en
la aproximacion OM-CLOA, se pueden asignar a una determinada representacion
irreducible del grupo puntual molecular.

La teoria de grupos nos permite encontrar la combinacion lineal de orbitales
atémicos que se transforman de acuerdo con las operaciones de simetria del Grupo
puntual.

= Establecer a qué especie de simetria pertenece un determinante de Slater sabiendo
a qué especies de simetria pertenecen los OMs que lo forman.
— simetria de funciones de onda multielectrénicos = Combinaciones lineales de
determinates de Slater con la misma simetria.

= Ayudan a conocer de antemano si ciertas integrales son nulas.

I:/fldeT

I no varia con las operaciones de simetria de la molécula. Luego para que la
integral no sea nula, el integrando debe permanecer inalterado con las opera-
ciones de simetria.. Lo que implica que producto f;fs debe ser una base de la
representacion irreducible totalmente simétrica.


http://symmetry.jacobs-university.de/
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Si conocemos la representacion del producto fifs podemos ver si incluye o no
la representacion A;, y saber si es nula o no antes de calcularla, con lo que nos
podemos ahorrar el hacer el calculo.

» A partir de las coordenadas nucleares, obtener las coordenadas de simetria (o
adaptadas a la simetria).

Vibraciones

Una de las aplicaciones mas significativas de la simetria es el andlisis de vibraciones
moleculares. No sabiendo nada més que el grupo de puntos de una molécula, puede
predecir el nimero y los tipos de picos vibracionales que apareceran en los espectros
Raman e infrarrojos.

Quiralidad

Una molécula quiral es una molécula que no puede superponerse a su imagen re-
flejada. ;Cémo se aplican los grupos de puntos aqui? Resulta que los tinicos grupos de
puntos quirales son: Cy, C,, D,, T e L. Las tres tdltimas son muy poco comunes, por
lo que practicamente todas las moléculas quirales caen en los tres primeros tipos de
grupos.

Polaridad

Una molécula polar contiene un momento dipolo permanente. La presencia de cier-
tos elementos de simetria intercambiara enlaces, cancelando asi cualquier dipolo neto
de la molécula. En este caso, sélo las moléculas de los grupos puntuales Cq, Cy, C,, v
Cyo pueden ser polares.
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Capitulo 9

Moléculas poliatomicas.

9.1. Tratamiento O.M. de moléculas poliatémicas
simples, el H50.

Vamos a ver un ejemplo de un calculo molecular, el del H5O:
Podriamos empezar escribiendo su hamiltoniano:

E[:Tn+Te+Ven+Vee+Vnn

Este sistema tiene 3 nicleos y 10 electrones, por lo que:

A= - () o= () v - (2)en Y Lay s A

v u>v Tpv m>l

Dado que emplearemos la aproximaciéon Born-Oppenheimer, T™ = 0 y V™™ sera
constante, y debemos fijar de antemano la geometria para la cual queremos realizar el
calculo.

GEOMETRIA: (Coordenadas: Cartesianas - Internas - Sopesadas con la masa nu-
clear - de simetria (internas con las propiedades de simetria)).

Las moléculas poliatomicas ya no tienen un unico parametro geométrico, tienen
—
varios, en este caso dos distancias OH y un angulo HOH .

La hiper-superficie de energia potencial se debera representar con tres parametros
y la energia, lo que es bastante complicado.
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Si dejamos dos parametros fijos, al variar uno sélo tendremos curvas de energia
potencial.

r1 = re = Cte o = Cte
l'l=|.'_.=C‘te o =Cte

|
aval

Si nos decidimos por hacer un céalculo del tipo Hartree-Fock, debemos aclarar la
multiplicidad del estado que buscamos, en este caso, vamos a suponer que todos los
electrones estan apareados y su multiplicidad sera: 28 + 1 = 1.

BASE: Lo siguiente que hay que tener claro, es la base que vamos a emplear, en
este caso empleamos una base minima, porque es la mas pedagogica, es decir donde se
pueden analizar méas facilmente los resultados:

E

=t

O{1s, 2s, 2p,, 2p,, 2p. } H,{1s} H,{1s}

7 funciones de base.
Ya podriamos hacer el calculo, pero antes, podemos aplicar lo que hemos aprendido

de teoria de grupos para ver que tipo de orbitales moleculares obtendré (de que simetria
seran) con esta base.

Dejemos a un lado el orbital 1s del oxigeno, que practicamente ni se enterara del

enlace (y se comportaran a nivel de simetria como los 2s) y consideremos los otros seis
orbitales atomicos.

En primer lugar, y antes de ver el resultado del célculo, analicemos las operaciones
de simetria para que podamos ver a que grupo puntual pertenece :

E,Cs,0,(x2),0,(yz)

Pertenece al grupo Cs,.

Podemos construir la tabla de multiplicacién del grupo (aunque no nos sirva para
mucho):

Cs, FE C, oy(xz) o,(yz)
E E Cy o,(xz) o,(yz)
C, C, E o,(yz) o,(x2)
oy(x2) | oy(x2) 0,(yz) E C,
o,(yz) | ou(yz) ou(xz) Co E

Su tabla de caracteres la podemos obtener de cualquier libro:

Cy | E Cy o,(xz) o,(yz)

A |1 1 1 1|z
A, |11 1 1R,
B, |1 -1 1 ~1|x,R,
B, |1 -1 —1 1|y, R,
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Construyamos la tabla con el efecto sobre nuestra base de las diferentes operaciones
del grupo:

E C; o,(xz) o,(yz)

S S S S S

Dx | Pz —DPzx y —DPax
py py _py _py py
Pz | Pz Dz D D-

81 | $1 S2 S1 S2

S2 | S2 S1 S2 S1

X | 6 0 4 2

De donde hemos obtenido el caracter de la representaciéon en la base de mis seis
funciones de base.

Obtengamos cuantos orbitales existiran de cada una de las representaciones irredu-
cibles:

Op.
1
n; = h Z X(R)x;(R)
R

1

na = (6+0+4+2)=3
1

na, = (6+0-4-2)=0
1

np, = (6-0+4-2)=2

1
ng, 21(6—0—44-2):1
Y por tultimo apliquemos los proyectores para obtener los O.M.s de simetria:

l:
PFj = _JZXJ(R)GR
h R

1
Py, = Z(E + Cs + o,(x2) 4+ 0,(yz))

Py, = (B~ Cy + 0,(22) — 04(y2))
Py, = (B~ Gy — 0,(w2) + 0,(y2))

Y ahora lo aplicariamos a los distintas funciones de base que tenemos para obtener
los O.M.s de simetria:

1
Py, s = Z(E 4+ C2 + oy(x2) + 0,(yz))s = s

1
P, p. = Z(E + Cs + oy(z2) + 0,(y2))p: = 0
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1
P, p. = Z(E 4+ Cs + oy(x2) + 04 (y2))p. = P2

1 1
Py, s1 = Z(E + Cy + oy(x2) + 04(yz))s; = 5(81 + s2)

Luego los orbitales moleculares de simetria A; seran combinacién lineal de estos
tres.

1
Pg,s = Z(E — Cy 4+ oy(xz) — 0y(yz))s =0
1
Pp,pe = [ (E = C2 + 00(22) = 00(y2))pz = Pa
1
Pp,p, = Z(E — Ca + oy(22) — 0y(y2))py =0

1 1
Pg,s; = Z(E — Cy 4+ oy(x2) — 0,(yz))s1 = 5(81 — S2)

Y tenemos las dos contribuciones a los orbitales de simetria B,
Por ultimo:

1
Pg,p, = Z(E — Cy — oy(xz) + 04(yz))p: = 0

1
Pg,p, = Z(E — Cy —0y(x2) + 04(y2))Py = Dy

Luego los orbitales de simetria seran:

]-ala 261,1, 30'13 1b19 2b17 y1b2
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Realicemos el calculo Hartree-Fock y veamos los resultados:

3k 5k 3k 5K >k 5k >k 3k 5k 5k 5k >k 5k >k 3k >k 3k 5k 5k 5k >k 3k >k 5k 5k 3k 5k >k 5k >k 5k >k 5k 5k >k 5k >k 5k >k 3k >k %k 5k >k >k >k %k >k %k >k k >k k k

* GAMESS VERSION = 11 NOV 1991 *
* NRCC STAFF - M.DUPUIS, D.SPANGLER, J.J.WENDOLOSKI *
* NORTH DAKOTA STATE UNIVERSITY - M.W.SCHMIDT *
* IOWA STATE UNIVERSITY - S.T.ELBERT *

sokokskskokokskskkokkkskokkkk VAX (VMS) VERSION  skskokokskskskokokskskokokkok ok

THE POINT GROUP OF THE MOLECULE IS Cnv
THE ORDER OF THE PRINCIPAL AXIS IS 2

YOUR FULLY SUBSTITUTED Z-MATRIX IS

0
H 1 0.9895000
H 1 0.9895000 2 100.0271
ATOM ATOMIC COORDINATES (BOHR)
CHARGE X Y YA
0 8.0 0.0000000000 0.0000000000 -0.1344768743
H 1.0 1.4326983528 0.0000000000 1.0671225173
H 1.0 -1.4326983528 0.0000000000 1.0671225173
TOTAL NUMBER OF BASIS FUNCTIONS = 7
NUMBER OF ELECTRONS = 10
CHARGE OF MOLECULE = 0
STATE MULTIPLICITY = 1
NUMBER OF OCCUPIED ORBITALS (ALPHA) = 5
NUMBER OF OCCUPIED ORBITALS (BETA ) = 5
TOTAL NUMBER OF ATOMS = 3
INTERNUCLEAR DISTANCES (ANGS.)
0 H H
1 0 0.0000000 0.9895000 0.9895000
2 H 0.9895000 0.0000000 1.5163027
INITIAL GUESS ORBITALS GENERATED BY HUCKEL ROUTINE.
TOTAL NUMBER OF NONZERO TWO-ELECTRON INTEGRALS = 145
RHF SCF CALCULATION
FINAL ENERGY IS -74.9659011976 AFTER 8 ITERATIONS
EIGENVECTORS
1 2 3 4 5 6 7
-20.2516 -1.2575 -0.5938 -0.4597 -0.3926 0.5817 0.69259
Al Al B1 Al B2 Al B1

018 0.994217 -0.233770 0.000000 0.104030 0.000000 -0.125807 0.000000
0 S 0.0

1
2 25845 0.844483 0.000000 -0.538130 0.000000 0.819999 0.000000
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30 X 0.000000 0.000000 0.612695 0.000000 0.000000 0.000000 0.959756
40 Y 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 1.000000 0.000000 0.000000
50 Z 0.004163 0.122807 0.000000 0.7556859 0.000000 0.763543 0.000000
6 H2 S -0.005583 0.155587 0.449226 0.295136 0.000000 -0.769104 -0.814572
7 H 3 S -0.005583 0.155587 -0.449226 0.295136 0.000000 -0.769104 0.814572
ENERGY COMPONENTS
ONE ELECTRON ENERGY = -121.8326775726
NUCLEUS-ELECTRON POTENTIAL ENERGY = -196.3510956915
ELECTRON-ELECTRON POTENTIAL ENERGY = 37.9611034191
NUCLEUS-NUCLEUS POTENTIAL ENERGY = 8.9066729559
TOTAL ENERGY = -74.9659011976
TOTAL POTENTIAL ENERGY = -149.4843193165
TOTAL KINETIC ENERGY = 74.5184181189
TOTAL MULLIKEN AND LOWDIN ATOMIC POPULATIONS
ATOM MULL.POP. CHARGE LOW.POP. CHARGE
10 8.330452  -0.330452 8.231505  -0.231505
2 H 0.834774 0.165226 0.884247 0.115753
ELECTROSTATIC MOMENTS
DX DY DZ /D/  (DEBYE)

0.000000 0.000000 1.709092 1.709092

FUNCION DE ONDA: Pasemos ya a la funcion de onda, o lo que es lo mismo al
estudio y anélisis de los O.M.s.

$1=  0.99x1., +0.03x2, (la) | —20.25
2 = —0.23x1., +0.84x2s, +0.12x2,., +0.16x15a +0.16Xx1. (2a;) | —1.26
b5 = 0.61x2p,, +0.45X15a —0.45x1s (1by) | —0.59
$s= 0.10x1s, —0.54x2., +0.76X2p., +0.30x1sa +0.30x1s (3a1)| —0.46
¢s = X2p,0 (1b2) | —0.39

DIAGRAMAS DE CORRELACION:
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— 2b

- 40,1

— 1b,

— 3aq
» —— —

— 1b;

— 2(1,1
1s — - ]_CL1

O H20 Ha Hb

Podemos buscar los parametros que nos optimicen la energia, con lo que tendremos
la geometria de equilibrio. Con esta base, un calculo asi nos lleva a:
ry =ry = 0.9895A o = 100.0271°

ET = Ecelectrones + Epelectrén—nzlcleo + pri—electrénica + Ep'rulcleos

_ _ e
— mono—electréonica + Ebi—electrénica + Epn'dcleos =F + ER

E¢ = —83.8717 u.a., Exr = 8.9058 u.a. Er = —74.9659 u.a.
go = —0.33u.a., gqgg = 0.17u.a.. Segin el andlisis de Mulliken
go = —0.23u.a., gqg = 0.11u.a.. Segin el analisis de Lowdin

El momento dipolar es :

pu = p, = 1.7091 Debyes

Todos estos datos los podemos comparar con los experimentales:
r1 =7y = 0.957TA o = 104.5°

Er = —76.48 u.a. n = p, = 1.85 Debyes

Si ahora empledsemos una base ampliada, con 30 funciones de base (6-311G**),
tendriamos:
ry =12 = 0.941A o = 105.4641°

Er = —76.0470 u.a. n = p, = 2.137 Debyes

Si ademas introducimos la correlacién con un método no muy costoso, se puede
llegar facilmente a un valor de la energia

E(MP4 — SDTQ) = -76.2756 u.af]

2Con la base cc-pV5Z (201 funciones de base), se obtiene una geometria:
r1 =r2 = 0.940A o = 106.39°
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9.2. Meétodos ab initio y semiempiricos.

Como es logico al aumentar el nimero de nucleos y de electrones, es mayor el
nimero de funciones de base precisas para construir los O.M.s, con las consiguientes
dificultades de célculo que acarrea, ademas van a aparecer integrales no sélo mono- y
bi-céntricas, sino integrales de tres y cuatro centros.

En razon de la evaluacién completa o no de todas las integrales electronicas, se
puede hablar de métodos ab initio y de métodos semi-empiricos. Los primeros calculan
todas las integrales, con lo que lo 1inico que se presupone es el conjunto de funciones
de base.

Los métodos semi-empiricos no calculan todas las integrales electrénicas, sino que
aproximan un mayor o menor numero de integrales, bien por medio de ajustes a da-
tos experimentales (Potenciales de ionizacién, Electro-afinidades), bien por ajustes a
calculos teoricos parciales.

Dentro de los métodos ab initio estan los H.F (RHF, UHF, ROHF, ...), los multi-
referenciales (MCSCF), de Interaccién de configuraciones (CI), cluster acoplados (CC)
y perturbativos (MBPT, MP2, MP3, MP4,...)

Entre los ab initio, también se suelen incluir un grupo de métodos cuanticos, con
otra concepcion para obtener informacion de un sistemas. Obtener la energia a partir
de la densidad electrénica. Son los métodos del Funcional de la Densidad (DFT).

En los métodos semi-empiricos se encuentra todo un conjunto de métodos que
resuelven las ecuaciones SCF de Hartree-Fock, pero con la aproximacién de considerar
que el solapamiento entre distintas funciones es nulo, (Zero Diferential Overlap) :

(xr(1)xe(1)) = 0re

Hay varios niveles , desde el més antiguo y origen de ellos, el Pariser-Parr-Pople
(PPP) de 1953 aplicable solo a moléculas planas conjugadas, a los CNDO /1 y /2
(Complet Neglet of Differenctial Overlap), el INDO (Intermediate) , los MINDO /1, /2,
/3 (Modified), sus sucesores, los métodos AM1 (Austin Method 1) y PM3, y finalmente,
el PMG6.

Junto a estos esta otro método al que dedicaremos una especial atencién por su facil
empleo, y por ser uno de los primeros, estando ain en uso para el estudio de grandes
sistemas, son los métodos de Hiickel y Hiickel extendido, (Hiickel).

Er = —76.0678 u.a. n = p, = 1.956 Debyes
B3LYP: r1 =7 = 0.960A o = 105.10° pn = p, = 1.886 Debyes


http://www.chem.ucalgary.ca/SHMO/
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9.3. Separacion o —m, la aproximacién mw-electroni-
ca. Método de Hiickel.

Los O.M.s candnicos de una molécula organica no saturada se suelen dividir en
O.M.s o y 7 , sin que esta denominacién tenga nada que ver con los O.M.s o y 7 de
las moléculas lineales. Se refieren a O.M.s que presentan simetria o no respecto a la
reflexion en el plano molecular, p.e., y aunque no se emplee, para el HyO todos los
0O.M.s, excepto el by tienen esa simetria, por lo que serian o ’s, y tan sélo el by seria
un O.M. 7r pues al reflejarse en un plano pasa a ser el -bs.

Una posible simplificacion que se aplica a compuestos organicos conjugados planos,
es las denominada aproximacién m-electrénica, basada en tratar separadamente los
electrones o y los electrones 7r | y una vez separados, dado que son de distinta simetria
y ademds van a tener muy diferentes energias, se consideran tinicamente los electrones
7, incorporando el efecto de los electrones o al de los niticleos, en un hamiltoniano
m-electronico efectivo:

1
rij

H, = Zﬂ: Hcore(i) + 2‘":,
i=1 i

1
Hcore(i) == _Evzz +V;

donde V; representa la energia potencial del electron i-ésimo en el campo producido
por los nicleos y el resto de los electrones o.

La aproximacién mas elemental y sencilla es aquella en la que nos olvidamos de las
repulsiones interelectrénicas y aproximamos V; por el potencial de una particula en
una caja de potencial nulo dentro de ella y potencial infinito fuera. Este tratamiento
se denomina de O.M.s de electrén libre (F.E.M.O.). En ella :

H, VY, =FE V.

como

H7r = iﬂ: Hcore(i)
=1

\Ilfr == f[ d)z
=1

tal que Hcore(i)¢i — €i¢i y E, = Z:LW €;

Légicamente, como el H no depende del espin, podemos incluirlo en las funciones
, en los O.M.s y podemos construir un determinante de Slater, al que le correspondera
la misma energia, (pues H no depende de las interacciones entre varios electrones), y
ademas dard lugar a una f.o. que cumpla el principio de antisimetria.

U =| p1brdadn .. drpduy | (Capa corrada)

Pero la teoria semi-empirica m-electronica mas famosa y utilizada ha sido el método

de Hiickel o de los O.M.s de Hiickel (HMO).
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En este método se parte de la forma mas simple, en que ni se considera los términos
bielectronicos:

Hﬂ- — iHefect(i)
=1

sin que en principio se concrete la forma explicita la forma de este H efectivo.
Légicamente:

Vo =[] oitalque  HI'@O)pi=eips  y Ex=) e

=1

v :| P1P1P202 . . . Cb”T"(p"T" |

El paso siguiente de esta aproximacion es considerar los O.M.s 7t como una combi-
nacion lineal de O.A.s, claro esta que no sera de todos los O.A.s, tan solo de los que
tengan simetria 7r, que seran unos orbitales p. (si la molécula se encuentra en el plano
X Z, pues seran los py)

Asf pues ¢; = ZZ CriXk

Y en un calculo con base minima, en cada C sélo tendremos un O.A. de simetria
7, el 2p,, por lo que xx sera el O.A. 2p, centrado en el atomo k. Luego n=Numero
de Carbonos= n..

Si se aplica ahora el método variacional de Rayleigh-Ritz, se llega al conjunto de
ecuaciones:

Ne

Z (HlekfeCt - Slke) Cr=0 l=1,2,...n
k=1
siendo
Hlekfect _ <Xl | Fpefect | Xk>

Sue = (X | xx)

y su solucién no trivial nos lleva a resolver el determinante secular:

t
kafec - Slk(-: =0

Y aqui vienen las aproximaciones mas caracteristicas de este método, y que se
refieren a las integrales que aparecen en este determinante:

= La integral Hy se considera que tiene el mismo valor, independientemente del
carbono en que estén centradas las integrales y de la molécula de que se trate (no
son iguales todos los carbonos del 1,3-butadieno, p.e.).

Hu = .
= La integral Hy es igual para todos los carbonos enlazados entre si, y es nula para
los carbonos k y I si no estan enlazados directamente.
H;, = B.Sily k estdn enlazados

H;,, = 0. Sil y k no estan enlazados
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= S;; = 1, para todo I. Lo cual es logico ya que los O.A.s estan normalizados.

s S;, = 0si k # 1. Es decir el solapamiento entre los O.A.s es nulo.

Al valor a se le denomina integral de Coulomb y al 3 integral de enlace o de
resonancia.

Ambos valores , a y B deben tener un valor negativo, como veremos después.
Normalmente se toma o como referencia, y 8 como la unidad de energia.

También es aplicable a moléculas conjugadas con atomos distintos del carbono, lo
que ocurre es que entonces se toman distintos valores de o y 3, dependiendo del atomo
en cuestion. Se construyen constantes a, v Ber. Una forma es, por ejemplo, de acuerdo
a estas expresiones:

o, =a+ h,8 (9.1)

Bcoc — k:coc/B (92)

donde h, v k.. se calculan de un modo empirico.
El resultado es un conjunto de orbitales moleculares con sus respectivas energias:

{¢: = zc: Crixx}  {€} (9.3)

Légicamente, se iran ocupando los de mas baja energia, por lo que a cada orbital le
corresponderd un nimero de ocupacién (n;), que podré ser 0, 1 6 2, segin esté vacio,
simple o doblemente ocupado.

Apliquemos lo a la molécula de etileno que es muy simple, y nos servira para después
aclarar otros conceptos:

H H

\C C/

e N

H H {Xla Xz}

Hy, = Hy =«

¢1 = Ciix1 + Ca1xz
{ (H11 — S11€)C1 +
(H21 — S21€)C1 +

{ (a — E)Cl -|— ,BCQ
,801 + (a — E)Cz

Tomando :

H12 :H21 :5

P2 = Ci2x1 + Ca2Xx2
(H12 - 5126)02 =0 }
(H22 bt 5226)02 =0

=0 a—e€ B
:0}:>‘ G a—€

=0
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i‘:0=>:c2—1:0:>w::l:1 e=oa—x0
x1 = —1 ee=a+pB=>a—(a+B)Cu+PCyn=0=Cy=Cy=0C

X = +1 e2=a— 3= +0C12+ BC2» =0= Ci3 = —Cs = C

d1 = Ci(x1 + x2) P2 = Ca(x1 — X2)

Por la condicién de normalizacién: (¢; | ¢;) = 1

1
012<(X1 +x2)|l(x1 +x2)) =1= 012(511 + S12 + S21 + S22) = C1 = 7§

C’22<(Xl — X2)|(X1 — X2)> =1= 012(511 — S12 — Sa1 + 522) = Cy = \/Li

Y cual de estos O.M. sera el enlazante y cual el antienlazante, bien, pues analizando
la funcién con mayor solapamiento, vemos que es el correspondiente a €; , es decir
C11 = C3q, vy si es mas estable, pues entonces deber ser que 8 es menor que cero.

En realidad 3 se ajusta para algin compuesto, o a una serie de ellos, de forma que
se obtengan resultados concordantes con los experimentales, para una vez determinado
dicho valor aplicarlo a otros sistemas. El valor de a se suele aproximar como la energia
de un electrén en un orbital atémico 2p.;.

La energia m-electronica del sistema sera:

E,. =26 =2a+ 28
pues hay dos electrones 7, y la funcion de onda:
1
V2

Y para finalizar, vamos a exponer el concepto de algunas propiedades interesantes
de los hidrocarburos conjugados:
Y lo vamos a ver con un ejemplo de todos los textos, el 1,3-butadieno:

v = |¢1¢_1|
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4 electrones 4 atomos de carbono = {x1, X2, X35 X4}

o — €; B 0 0 x 1 0 O
B a—¢ p 0 =gt 1l oz 1 0|
0 3 a-¢ B |70 7 Jo1 21|70
0 0 B a — €; 0 01 x
x 1 0 1 10
|1l =z 1 |—1|0 1 |=0
01 x 01 x

z(x® —2x) — (> —1) =0 z* —3x>+1=0

3£tv9—-4 3++V5
2 2
Yy = 2.6180  y, = 0.3820

y=2" Y -3y+l=0=y=

r=+.y x={—1.618,—0.618,0.618,1.618}

€, = a+ 1.61803 Criz; + Cy; =0
€2 = a + 0.6183 q Cii +Coyz; +C3; =0
€5 = o — 0.61803 yae Cyi + Csix; +Cy =0
€4 = a— 1.61803 Csi + Cyiz; =0

y considerando que {(¢;|¢p;) = 1, se llega a

¢1 = a(x1 + xa) + b(x2 + x3)
P2 = b(x1 — Xa) + a(x2 — x3) ..

=0.372 v b= 0.602
b3 = b(x1 + x4) — a(xa + xs) siendo @ = 0.372 y 0.60
¢4 = a(x1 — X4) — b(x2 — X3)

P1: P2:

o@
;
)
:
:
;
)

0]

Ps3: P4

Q@
;
}
Q@
;
;
}

o0

E. = 2(a + 1.61803) + 2(a + 0.6183) = 4 + 4.47203
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9.3.1. Energia de deslocalizacién:

Si tuviese dos dobles enlaces localizados, su energia seria dos veces 2a + 23, pero
tiene 4 + 4.47203

Por lo tanto es mas estable que un sistema similar con sélo dos dobles enlaces. A
esta mayor energia de estabilizacion de los hidrocarburos conjugados, es a lo que se
denomina energia de deslocalizacion.

Energia de resonancia o deslocalizacion: diferencia energética respecto a una
estructura 7 con enlaces dobles localizados. Siendo IN; el ntimero de electrones 7r:

Nr
Nﬂ- par = Ed :Eﬂ- — 7E7\-(CH2 = CH2) = Eﬂ- — Nﬂ-(a —|— ,3)

N, impar = E4z=F,—

ME,,(CH2 = CHy)—E,(—CHy)) = E;— (N, —1)(c

EResonancia o Deslocalizacién = 0-4720

9.3.2. Densidad m-electronica

La densidad electréonica asociada a un electrén descrito por un OM., en la aproxi-
macion Hiickel, sera:

Ne MNe

| &; |°= ZZC]:Z'CH(XZ | x1) = Z | Cri |?
k1 %

Y como estan normalizados, y las funciones de base son ortonormales, pues

| ¢ |2: 1

A partir de esto se puede decir que un electrén definido por un O.M. i-ésimo tiene
la probabilidad | Cy; |? de encontrarse préximo al niicleo k-ésimo. Si tenemos n;
electrones en dicho orbital molecular, pues la densidad electrénica proxima al ntcleo
k-ésimo sera qy:

Nc
_ 2
qr — E n; | Chri |
i
Densidad m-electrénica sobre cada atomo :

CI1=2|011|+2|012 |=2a2—|—2b2=1
q2=2|021|—|—2|C'22 |:2a2—|—2b2=1
g3 =q4s =1

9.3.3. Orden de enlace mw-electronico:

Estéd muy relacionado con lo anterior:
Si tenemos dos atomos k y I enlazados, la cantidad

CriCui
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nos dara una medida de la densidad electronica en la region del enlace entre los atomos
k y I, de nuevo sumando sobre todos los orbitales moleculares, y considerando la
posibilidad de que los coeficientes sean complejos, se define el orden de enlace -
electrénico como:

1 * * Reales
Prl = Z T [E(Ckicli + Clicki)l = Z n;CriCl;
y el orden de enlace total como la suma de pg; mas 1, debido al enlace o

Pkl:1+pkl

En este caso:

P12 = 2011021 —|— 2012022 = 0.8958
P23 = 2C21C51 + 2C5,C3, = 0.4480

P]_2 == 1-8958 = P34
P23 — 1.4480



Parte 11

Espectroscopia

169






Capitulo 10

Caracteristicas generales de la
Espectroscopia.

10.1. Concepto de Espectroscopia

10.1.1. Espectroscopia y espectros

La espectroscopia es el estudio de la interaccion de la radiacion electromagnética
con la materia.

Cuando la materia es excitada aplicando energia térmica, eléctrica, nuclear o radian-
te, habitualmente dicha materia se relaja y vuelve a su estado fundamental, emitiendo
radiacion electromagnética, dando lugar a los espectros de emision.

También se puede puede estudiar la interaccion de un continuo de radiacién electro-
magnética con la materia, viendo cuales son las frecuencias absorbidas, y en el espectro
apareceran las que faltan, que se han absorbido. Son los espectros de absorcion.

(espectro continuo) (lineas de emisidn) (lineas de absorcidn)

Un espectro puede definirse como una representacién grafica de la distribucion de
la intensidad de la radiacién electromagnética, emitida o absorbida por una sustancia,
en funcién de la longitud de onda o la frecuencia de dicha radiacién.

Los espectros se miden por medio de diversos tipos de instrumentos llamados es-
pectréometros ( espectrometro, espectrofotémetro o espectrégrafo), cuyas caracteristicas
variaran en funcién del tipo de espectro a estudiar.

2Toda radiacién electromagnética se mueve a la velocidad de la luz ¢ (¢ = \/;)W = 2.9979 -

108 m/s, siendo g y po la permitividad y permeabilidad del vacio, respectivamente), de modo que
¢ = Av (longitud de onda y frecuencia), sus particulas constituyentes se denominan fotones,y poseen
la dualidad onda-corpusculo, con energia £ = hv.

171
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Hay en general tres tipos de espectros: continuo, linea, y banda.

El sol y los sélidos calentados producen espectros continuos en los que la radiacion
emitida contiene todas las frecuencias dentro de una regién del espectro electromagnéti-
co. Un arco iris y una luz de un bulbo ligero son ejemplos de espectros continuos.

Los espectros de emision de lineas son producidos por los atomos excitados en
fase gas y contienen solamente ciertas frecuencias. Cada elemento quimico de la carta
periddica tiene unas lineas tnicas y, por lo tanto un espectro caracteristico.

Los espectros de emisiéon de bandas son producidos por moléculas excitadas que
emiten radiacién en grupos de lineas estrechamente espaciadas que se fusionan para
formar bandas.

Estos espectros de emisién (y los de absorcién) contienen mucha informacién til
sobre la estructura y composiciéon de la materia. La espectroscopia tiene una gran
importancia, por su alcance y sensibilidad, en el analisis quimico, asi mismo, es un
método de conocer la estructura electronica y conformacional de los sistemas atémicos
y moleculares.

Para interpretar esta informacion espectral, debemos conocer los procesos atomicos
y moleculares de excitacion y emision, viendo que solo ciertos rangos de energia pueden
estar implicados.

Gran parte del conocimiento cientifico de la estructura del universo, de las estrellas
a los atomos, se deriva de las interpretaciones de la interaccion de la radiacién con
la materia.

La Espectroscopia, dependiendo de la materia bajo estudio, puede dividirse en dos
grandes ramas: atomica y molecular. En este curso, sélo nos ocuparemos de esta tltima.

En el caso de las moléculas, es a través de su momento dipolar o momento magnético
como interacciona con la radiacion electromagnética.

Ya hemos hablado de los espectros de absorcion y de emision. Al interaccionar
con la radiacion el sistema molecular puede absorber energia de la radiacion, experi-
mentando una transicién desde un nivel de energia inferior a uno de energia superior,
originando un espectro de absorcion.
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También puede emitir energia, experimentando una transicion desde un nivel de
energia superior a otro de energia inferior, originando un espectro de emision.

Em En

el

hv

(th\r'

A*(E,) + A(E,) + hv  A*(E,) — A(Ey) + hv
AE =E,, — E, = |E, — En| = hv

Por 1ltimo, tenemos otro tipo de espectros, los de dispersion. La radiacién puede
ser dispersada por el sistema molecular, de forma que una parte muy pequena de
sus fotones (= 1077 ), al interaccionar ineldsticamente con la materia NO conserva
su energia; es decir, durante el proceso de dispersién parte de la energia del foton se
transfiere a la molécula y viceversa, originandose el denominado espectro de dispersion.

10.2. Linea espectral.

Al representar graficamente la absorcién de la radiacién frente a la longitud de onda
o la frecuencia aparecen una serie de lineas o bandas denominadas lineas espectrales
que vienen caracterizadas por dos pardmetros: frecuencia (v) ( o longitud de onda
(X)) e intensidad.

Supongamos una molécula en un estado cuantico definido por el nimero cuantico n
(Estado W,,). Por absorcién de energia la molécula puede pasar a otro estado cuantico
definido por el nimero cudntico m (¥,,), tal que (E,, > E,). La cantidad de energia
que tiene que absorber la molécula es F,, — F,, y la radiacién absorbida debe tener
una frecuencia:

Em - En
h

Esta ecuacién es conocida como condicién de frecuencia de Bohr y es la ecuacion
fundamental de la espectroscopia.

Si para la molécula sélo existen dos niveles de energia E,, y E,, siendo E,, < E,,,
la molécula se hallara en el nivel E,,. Al empezar a irradiar la molécula con frecuencias
crecientes, empezando por frecuencias tales que v < @, no se producird absorcion
de radiacion, por lo que el espectro serd una linea de absorcion nula; cuando alcancemos
la condicién de absorcion aparecera una linea de absorcion en el espectro, y al
seguir aumentando la frecuencia volvera a aparecer la absorcion nula.

En espectroscopia es normal utilizar la frecuencia (v), o el nimero de ondas (D),

siendo U = £ = %, que es el nimero de ondas contenido por unidad de longitud.

v =
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La ecuacién anterior la podemos, por tanto, escribir en la forma:
E,,— E, = hv = hcv
La intensidad de la linea espectral depende de dos factores:

a) Magnitud de interaccién de la radiacién electromagnética con la molécula, es
decir, de la probabilidad de que se produzca la transicion.

b) Del ntiimero de moléculas que se encuentran en condiciones adecuadas para pro-
ducir la transicién, es decir, de la poblacién del nivel de partida.

10.3. Distribucion de Boltzmann

Para calcular la poblacién de los estados energéticos (IN,y, ), es decir, la probabilidad
de ocupar un estado, se usa la ley de distribuciéon de Boltzmann

La distribucién de Boltzmann es una distribucién de probabilidades, y nos dice que
la probabilidd de un estado esté ocupado es proporcional a la inversa de la exponen-
cial de la relacién entre la energia de dicho estado y el producto de la constnte de
Boltzmant| (kg) y la tempertura (T').

__E_
ox e EBT

Asi, la proporcién de ocupaciéon de un estado, respecto al total de estados seréd:

Ny gme™Pm/kaT

N S g;e—Bi/kBT

donde g; es la degeneracion energética del sistema en el estado W;, kg la constante de
Boltzmann y T es la temperatura.
En espectroscopia se suele referir cada poblacién a la poblacion del nivel fundamen-

tal:
—Em/ksT

N gme

Em—E
_ Im ~EF® _ I o ABo/kaT

No  goe~Fo/ksT — g, do

10.4. Tratamiento semiclasico

En este curso seguiremos un tratamiento semiclasico, en el cual, el sistema ma-
terial se describe mediante la mecdnica cuantica, (cuando se trate de una molécula,
consideraremos su funcién de onda), y la radiacién electromagnética usando la teoria
ondulatoria clasica.

Con este tratamiento, la interaccién entre el campo electromagnético y la molécula
depende de su momento dipolar o magnético, por lo que dependiendo de su existencia
se producira dicha interaccién y tendremos un espectro.

Ejemplo A: Rotacién de moléculas heteronucleares (H®t — CI°”, i # 0) luego
habra interaccion electrostatica instantanea con la radiacion electromagnética.

Pkp = 1.38065156 - 1023 J/K
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Ejemplo B: Vibracién de moléculas homo- y heteronucleares (en ambos casos algun
modo de vibracion g hace que cambie el momento dipolar (Z—’; # 0), siendo q el despla-

zamiento respecto a la distancia de equilibrio), permitiendo la interaccién electrostatica
instantanea con la radiacion electromagnética.

Ver ” Simulador de Espectros de Rotacion Vibracién” de A. Aguado y J. San Fabian.
Departamento de Quimica Fisica Aplicada, Univ. Autonoma de Madrid

Vamos a revisar nuestros conocimientos sobre la radiacion electromagnética y sobre
las funciones de onda de nuestras muestras moleculares.

10.5. La radiacién electromagnética (REM).

(Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_radiation)

Segun la teoria ondulatoria, una onda se caracteriza por propagarse en el espacio
con crestas y valles y una primera caracteristica es su amplitud, es decir la distancia
vertical entre la cresta y el valle. Otra es su longitud de onda (), la distancia entre
dos crestas contiguas de la onda. Tambien esta el periodo (7), que es el tiempo que
tarda en pasar por un punto dos ondas consecutivas. Relacionado con esto tenemos la
frecuencia (v), la inversa del periodo, y es el nimero de ondas que pasan por un punto
en un segundo

La radiacién electromagnética:

= Esta formada por ondas electromagnéticas que se propagan por el espacio a la
velocidad constante de la luz ¢, siendo ¢ = Av.

Esto indica que si aumenta la frecuencia, debe disminuir la longitud de onda y
viceversa.

= La particula responsable de la REM es el foton, con una energia E = hv = hw,
y un momento p = hk = h%” = % = h—c", donde k es el modulo del vector de
onda (dualidad onda-corpusculo).

= Incluye un amplio rango de longitudes de onda o frecuencias, que se suele dividir
en intervalos o regiones, con denominaciones especificas y caracteristicas mas o
menos comunes, denominado espectro electromagnético.

» El espectro electromagnético puede expresarse en funcién de la frecuencia (Hz
= s71), el ntimero de ondas (cm™1!), la longitud de onda (cm, nm= 10~? m, o
A =1071%m) o la energia (Jomol™' | eV, 0 cm™! ), de forma equivalente:

_hc

v = E =hv = — = hcv
A

1
A

- 1 %4
vV =— =
C

c

A
Convertidor de Unidades
Una radiacion electromagnética esta formada por vectores de campo eléctrico y

de campo magnético, perpendiculares entre si, y que se desplazan en la direccion de

propagacién de la onda. El vector magnético B es siempre perpendicular al vector
eléctrico E en cualquier punto de la onda.


http://rmn5.qfa.uam.es/vib1/vib1.php
https://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_radiation
https://www2.chemistry.msu.edu/faculty/reusch/virttxtjml/cnvcalc.htm
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Las ondas luminosas pueden se plano-polarizadas y no-polarizadagq] Por radiacién
plano-polarizada se entiende aquella en que para todos los puntos de la onda el vector
eléctrico tiene la misma direccion, se encuentran en el mismo plano:

NO—>m)

|
Y
.

En la radiacién mostrada en la figura el plano de polarizacién es el XZ, el plano de
los vectores E . La luz no polarizada es una superposicion de ondas plano-polarizadas
en distintos planos de polarizacion.

Para una onda luminosa desplazandose en la d1recc31on 7 y polarizada en el plano
X7, las variaciones con el espacio y el tiempo de E y B son:

— -

E = iE, = iEqy, cos (wt — kz) B = ;By = ;Boy cos (wt — kz)

donde Ey, y By, son las magnitudes maximas de los vectores E y B , respectiva-

mente, w = 27y es la frecuencia angular, k = 27”, v = % = .

Para cualquier onda electromagnética se demuestra que E = ¢B, donde E v B
son los valores instantdneos de los campos eléctrico y magnético respectivamente. (Lo
que garantiza que estén siempre en fase).

Fz = = .
: 7 || > 1, donde Fz y Fj son las fuerzas que ejercen sobre
B
una particula con carga q y que se mueva a una velocidad v, el estudio de la interaccién
—
se reduce a analizar el efecto de E.

Por otro lado, kz < 1 para los sistemas atomicos y moleculares, por lo que se
puede aproximar el efecto del

E = iE, = iEy, cos (wt)

Una onda electromagnética transporta energia. La densidad de la radiacién (p),
energia por unidad de volumen, se define como la cantidad de energia transportada
por la radiaciéon por unidad de volumen, y, para el campo eléctrico de una onda plano-
polarizada que estamos considerando, viene dada, por:

o0(Eoz)? -
pro(w) = ———— Jm™?
donde gq es la permitividad en el vacio.
La intensidad (media) de radiacion espectral (I) cuantifica la energia que transporta

por unidad de tiempo (irradianciaED, y viene dada por la expresion:

1 J
tee = Lenumuy wans ()

s - m?2

¢Existen otras polarizaciones, polarizacién eliptica, circular (escarabajo de la rosa), aparte de la
lineal que consideramos aqui.
dPotencia incidente por unidad de superficie, en vatios por metro cuadrado
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10.6. El espectro electromagnético.

Transiciones energéticas Energia Longitud de onda
N Julios nm
10—2? —
2— = Plank's constant, h = 6.63 x 107* J s.
Spin nuclear y electronico - s RF : The speed of light, ¢ = 3.0 x 10° m s~'.
- =10
105 = -
— —10"
M = =
t 1072 —= - _ :
— L— 108 Longitud de onda Energia
— W =
- 10—23 — — :
Rotaciones moleculares _| | = 700 nm 1.77 eV
P—— -
| 10 —= —
| - = 650 nm 1.91 &V
10—21 — —
Vibraciones moleculares b TS =
1070 ] — §00nm  207eV
T = —
i = — 550 216 eV
A 2.
Electrones de valencia 10-18 = _ nm
¥
4 . =1
Electrones capas medias _ — B
i [ A sl 500nm 248V
1 31 E
1 0—‘\3 _: —
— =1
—] — 450 nm 2.76 eV
Electrones capas internas 10-15 — I -
— X =10
| 107 == l o= =—a400nm  3.10eV
4 — —
10—13 — L
— =103 ) )
— — RF = Radio frecuencias
MNuclear w-2— v - pW = Microondas
] =10~ IR = Infrarojo
101 —= — VIS = Luz visible
| 105 UV = Ultravioleta
— - X= RayosX
10-10 == _; y= Rayos gamma
h 2 l—10-
4_
6]
p—

Las regiones del espectro electromagnético por orden de v creciente (o A decrecien-
te), es decir, de menor a mayor energia, son:

» Ondas de radio — Sus frecuencias van desde unos pocos Hz a =~ 3 - 10° Hz. La
energia de sus fotones es muy pequena. Se producen usando circuitos eléctricos
oscilantes y se usan en transmisiones de radio y TV, radioastronomia, radares y
resonancia magnética nuclear. Telefonos moviles (900 MHz) y wifi (2400 MHz).

» Microondas (MW) — Se extiende desde = 3-10° hasta =~ 3-10'! Hz. Algo mds
energética que la anterior, se obtiene mediante diversos dispositivos de estado
solido o de tubos de vacio. Se usa en el horno de microondas, en radares, en
sistemas de comunicaciones y en astronomia.

» Infrarrojo (IR) — Abarca desde =~ 3 - 10! hasta =~ 4 - 10'* Hz. Este tipo de
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radiacién es la que emiten los objetos en forma de calor. Se utiliza en equipos de
vision nocturna, mandos a distancia y fibras épticas.

Luz visible (V) — Estrecha franja capaz de ser detectada por el ojo humano y
que se extiende desde =~ 4 - 104 hasta ~ 8 - 10'* Hz. Su energfa es intermedia
y se subdivide en intervalos asociados a los colores.

Espectro visible por el ojo humano (Luz)

laoonm |450mnm Is00nm |ss0nm  [600nm | 650 nm

Rayos Rayos i 4 T Infrarrojo Radar UHF Onda media Frecusncia
césmicos | Gamma ; VHF Onda corts  Onda larga extremadaments
baa
|Uitraviolets Micrsondas Radio i
1fm 1 pm 14 Lpm 1 pm Lmm 1em 1m 1 km 1Mm
o ey AC AR RER R e ot et gt I et gt e e ge?l A asd et agd a0t af w!
Frequencia (Hz) 107 107 10™ 10" 10 10 10V 10™ 10 10** 10 10" 10 10 1w’ ' 1w 10° 10 10* 1w 10
(1 Zetta-Hz) (1 ExaHa) (1 Peta-Hz) (1 Tera-Hz) (1 Giga-Hz) (1 Mega-Hz 11 Kilo-Hz)

Ultravioleta (UV) — Cubre un intervalo de = 8 - 10'* a =~ 3 . 10'® Hz. Se
obtiene mediante lamparas fluorescentes de mercurio, de deuterio y otras. Por
su mayor poder energético es bastante nociva para la salud. Atendiendo a sus
efectos dérmicos se subdivide en rayos UV-A, UV-B y UV-C. La UV-C es la més
perjudicial para la vida y no llega a la Tierra al ser absorbida por el oxigeno y
el ozono de la atmodsfera; la UV-B es parcialmente absorbida por el ozono y llega
a la superficie de la Tierra en porcentajes minimos, pese a lo cual puede pro-
ducir diversos danos cutdneos (envejecimiento, irritaciones, manchas, afecciones
oculares o cancer). Ademas la radiacién UV es altamente mutagénica, generan-
do deformaciones en la cadena del ADN. Se usa en procesos de esterilizacion,
control de plagas, espectrofotometrias, ciencia forense, autenticacién de billetes
y antigiiedades, etc.

Rayos X — Abarca la gama de frecuencias comprendida entre ~ 3-101¢ y ~ 3.
10'? Hz. Se originan en transiciones electrénicas, son altamente energéticos y, por
tanto, pueden provocar serios danos en los organismos. Usados con moderacion
y las debidas precauciones tiene diversa aplicaciones médicas.

Rayos v — Son las de mayor frecuencia y van desde ~ 3-10® a = 3-1022 Hz,
superponiéndose en parte a los Rayos X y diferenciandose de éstos en su origen,
ya que la radiacion «y procede de emisiones de sustancias radiactivas.

Zona v (Hz) A (nm) E (J) E (eV)

Ondas de radio < 3-.10° > 3.10% < 61072 <4-1076
Microondas 3.10° —3.10 3.108 —10% 6-1072°—-2.10"22 4.107%6—-1.2.1073
Infrarrojo 3.10'! —3.8.10 106 —780 2.10722 -3.1071° 1.2-1073 — 1.7
Visible 3.8.10*—-7.6-10* 780—-390 3.107'9—-5.10"1° 1.7 — 3.2
Ultravioleta 7.6.-10% — 3.10'6 390 — 10 5.10719 —2.10°17 3.2 — 120
Rayos X 3.10'% — 3.10'° 10 — 0.006 2-.-107'17" —4.1071 120 — 2.4 - 10°
Rayos ~ 3.10'8 — 3.102%2 0.1—-10"% 4.107% _—2.1071¢ 104 — 108
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10.7. El sistema molecular.

Una molécula tiene su funcién de onda que hemos desglosado en la parte electrénica,
con su energia electrénica, la parte vibracional y la rotacional. La translacional se
estudié considerando la particula en una caja. Y logicamente, una molécula no se limita
a poseer dos exclusivos niveles de energia, sino que tiene un conjunto bastante amplio de
estados posibles de energia de traslacion, de rotacién, de vibracién y electrénica.
La energia de todos estos estados esta cuantizada y se podran inducir transiciones
entre los diferentes estados mediante absorcién de radiacién electromagnética con la
frecuencia adecuada.

10.7.1. Separacién de energias moleculares.

Si aproximamos La energfa total de un sistema molecular por la expresionf}

E = Enuc + Eelec — Etrans + Erot + Ev'ib + Eelec

Todas ellas estan cuantizadas, y podemos despreciar la Ey,.qns al no dar lugar a transi-
ciones espectroscépicas (No varfa ni el momento ni su derivada respecto a la posicién).

Se pueden inducir transiciones entre los respectivos estados, usando una radiacion
electromagnética de la frecuencia adecuada, que se correspondera con las diferencias
energéticas entre dichos estados:

hcvy = AE = A1?1'015 + AEvib + AE‘elec
—— ~—— ——

J2
rot”

EJl E’Uz _E’vl E™ _E™

rot vib vib elec elec

E

donde se han considerado los ntumeros cuanticos J, v y m para los estados de
rotacién, vibracion y electronicos de la molécula.

Generalmente: AFE e > AFE i > AE, o

Movimiento Numero cudntico AFE (J) AEFE (kJ/mol) Regién espectral

Rotacién J ~ 1023 ~ 0.04 MW
Vibracién ~ 1020 ~ 20 IR
Electrénico n ~ 1018 ~ 800 V-UVvV

Veamos un ejemplo:

Consideremos una molécula cuya energia, en KJ/mol responde a la ecuacién

1
Epug = 800n + 20(; + v) +0.04J

y que se encuentra en el estado definido por J=0, v=0 y n=0.
Si sometemos esta molécula a una radiacién de microondas (3.6 - 107* — 0.12
KJ/mol), evidentemente la energia suministrada por la radiacién no es suficiente para

°Estamos diciendo que sus hamiltonianos respectivos se pueden sumar y su funcién de onda total
es producto de las funciones propias de cada uno de sus hamiltonianos parciales
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producir cambios en su estado de vibracion o en el electréonico, pero si se podran
producir transiciones entre los niveles de rotacion, obteniéndose un espectro de rotacion
pura.

Si la radiacién fuese de infrarrojos (0.12 — —180.6 KJ/mol) , obtendriamos un
espectro de vibracién-rotacién y si fuese de visible (— — 301 KJ/mol) o de ultravioleta
(1.2 - 10* KJ/mol) se producirdn transitos electrénicos, de vibracién y de rotacién.

En este ltimo caso los espectros seran muy complejos, siendo muy dificil resolver la
estructura fina de rotaciéon y de vibracién. Incluso en vibracién-rotacion, si la molécula
es compleja y tiene muchos atomos, tampoco se puede resolver la estructura fina de
rotacién por estar las correspondientes lineas muy juntas, se obtienen espectros de
bandas en vez de rayas.

Segun todo lo dicho cabria esperar un gran nimero de transitos espectroscopicos,
dado el enorme nimero de niveles presentes, sin embargo, la mayoria de ellos estan
prohibidos por las reglas de seleccién que veremos mas adelante.

Diagrama de niveles de energia.

En,U,J n v J
830.12 1 1 3
830.08 1 1 2
830.04 1 1 1
830.00 1 1 0
810.12 1 0 3
810.08 1 0 2
810.04 1 0 1
810.00 1 0 0
30.12 0 1 3
30.08 0 1 2
30.04 0 1 1
30.00 0 1 0
10.12 0 0 3
10.08 0 0 2
10.04 0 0 1
10.00 0 0 O

Poblacién de los estados energéticos moleculares.

La poblacién relativa de los distintos niveles energéticos, como ya hemos visto, viene
dada por la ecuacion de Boltzmann:
—Ep kBT

Nm _ gme _ 9m —ABmo/kpT

Ny goe Fo/ksT B gdo

Si aplicamos esta ecuacién a los estados anteriores:
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n v J Energia (kJ/mol) gn Poblacién
0 0 0 0.00 1 1
0 0 1 0.04 2J+1 =3 2.9
0 1 0 20.0 1 2.3-.10~4
1 0 0 820.0 1 2.0-10~146

Como se puede observar el segundo nivel rotacional (J=1) estd mdas poblado que
el primero (J=0), a pesar de que éste tiene energia mas baja. Esto es debido a que la
separacién entre los niveles de energia de rotacién es muy pequena y, a temperatura
ambiente, las colisiones e interacciones entre las moléculas hacen posible que los primero
estados rotacionales estén mas poblados que el fundamental.

Cuando un sistema molecular se ilumina con una radiacion electromagnética, si la
molécula posee momento dipolar o momento magnético, éstos pueden interaccionar
con los campos eléctrico Eo magnético B dela radiacion, respectivamente. De ambas
interacciones la mas importante es la primera, también conocida como interaccién
dipolo-dipolo, por lo que es interesante analizar dicha interaccién y previamente, el
momento dipolar de mi sistema.

10.7.2. Momento dipolar.

El momento dipolar eléctrico de una molécula viene dado por la expresion:
i = pat 4 pyd + pk =) @i =) qwi+ > qiyig + Y @izik

donde g; son las cargas y 7; los vectores de posicion de las particulas. EI momento
dipolar se mide habitualmente en Debye (D]

10.8. Interaccion de la REM con el sistema mole-
cular.

10.8.1. Probabilidad de transicion.

En Quimica se encuentra frecuentemente el problema siguiente: Un atomo o molécu-
la se encuentra en un determinado estado y es perturbado por luz radiante o por la
aproximacién de otro dtomo o molécula durante algin tiempo. Cuando la perturbacion
desaparece el sistema no se encontrara en su estado original, por lo que es necesario co-
nocer qué estados pueden ser ocupados y cudl es la probabilidad de encontrar el sistema
en cada estado. Para ello se utiliza la teoria perturbativa dependiente del tiempo.

Llamaremos \117(10)(33) a la funcién de estado del sistema en su estado original, con
una energia definida Eg y que es funcién propia del operador hamiltoniano del sis-

tema no perturbado H O(x), que sélo depende de coordenadas espaciales; es decir, es

1 D = 10718 statcoulomb ¢cm = 3.33564 - 10730 C m.
Un Debye es igual a 1 - 10721 C m2?s~?! dividido por la velocidad de la luz en el vacio.
1 Cm = 2.9979 - 10%° D.
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independiente del tiempo.
A(@)¥O(x) = B2 (x)

El hamiltoniano completo para el sistema en presencia de la perturbacion H es:
H(x,t) = H(x) + H'(x, t)

donde la perturbacion corresponde al termino de interaccion del radiacién electro-
magética con mi sistema y mis funciones no perturbadas deberan depender de las
coordenadas y del tiempo. Y si son estados estacionarios, se puede escribir:

O (g, 1) = ¥O (g)eEat/h

Suponiendo que la perturbacion es pequena, la aplicacién del método de perturbaciones
para procesos dependientes del tiempo, conduce a que la probabilidad del paso del

Prsm : - s
estado ocupado m al vacio m (|®(®) —m(®) | (9)) viene dada por la expresién:

2

1 t ) ,
Py (t) = — / H (#)e ! dt! (10.1)
0

h2

siendo: H. () = [ @O (2)H'TO) (z)dr = (TO) ()| H'| PO @) Winn, =
mn m n m n y

EY Y

h
Para la resolucion de esta ecuacién sera necesario saber como es la perturbacion
producida por la radiacion sobre el sistema.

10.8.2. Aproximacion dipolar.

En la denominada aproximacién dipolar, la energia de interaccion entre el campo
eléctrico y el momento dipolar se puede aproximar por el producto escalar de los dos
vectores Bl

V=—jiE

Por tanto la perturbacién introducida por la radiacion para radiacién plano-polarizada

en X7 es: 9
. ™
H'(z,t) = —Ey, cos(wt — kz)pu, k= 5%

Como ya se ha sugerido previamente, en todas las regiones del espectro de radiacién
electromagnética, excepto en la zona de rayos X, la longitud de onda A es mucho mayor
que las dimensiones moleculares. En consecuencia, en una primera aproximacion, el
campo es el mismo en todos los puntos del sistema en un instante dado, por lo que
podemos prescindir de la variacién espacial de éste.

fI'(a:, t) = —fi,FEo, cos wt

Las transiciones que tienen lugar en virtud de esta ecuacién se conocen como transi-
ciones de dipolo eléctrico.

gHabria que considerar V. = —[i - E— %@ -VE---, con Bo=,qiT5, ©=>,q77 ..
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El hamiltoniano de interacciéon para el campo magnético es analogo, pero inclu-
yendo el operador momento magnético y la componente de campo magnético By,.
Las contribuciones de dipolo magnético a las transiciones no suelen ser importantes,
a no ser que no haya contribuciones de dipolo eléctrico, como ocurre en la resonancia
magnética. Por tanto estas interacciones no las vamos a considerar.

.z ’ . ’ /.
En la ecuacién |10.1] aparece el término H! (t), que en nuestro caso serfa:

H' (t) = /‘Pg)(w)ﬂ'(m,t)\l’g’)(w)dT = (OO ()| H' (x, ) [T (z)) = —Eqp (¥ () |1, O

(mlfia|n)

Lo que conduce a transformar la expresion general de la probabilidad del transito
del estado n (¥,,) al m (¥,,),

N 2
| Eoa|*[ (] x| )|

Pn—)m(t) == n2

t
/ cos(wt’)e™mnt dt’
0

Resolviendo la integral

2

|E0w|2|<m|ﬂm|n>|2 ei(wmn—f—w)t -1 ei(wmn—w)t -1

wmn"‘w Wmn — W

Si consideramos w = Wy,y, entonces el primer término entre barras se hace mucho
mas pequeno que el segundo, por lo que se puede despreciar:

2

| Eoz|*|(mfie|n)|? | e¥@mn—e)t —1

Prm(t) = T

Wmn — W

Podemos sustituir la exponencial por una funcién sin:

| Eox|?| (M| ftz|m)|? Sinz[(wmn — w)t/2]

Py (t) = 10.2
() = T—" (102
Y si lo escribimos en funcién de la densidad de la radiacién (p(w) = W),
tendremos:
2p(w)[{(m|fiz|n)|? sin?[(wmn, — w)t/2
Pty o 22 mlie|) 2 sin? (1 = )t/ 0

goh? (Wmn — w)?

10.8.3. Frecuencia de resonancia y momento dipolar de transicion.

Se dice que un sistema (molécula) entra en resonancia con la radiacién, cuando
la frecuencia de dicha radiacion es igual que la frecuencia asociada a la diferencia
de energia entre dos estados de dicho sistema (wp,, = w), por lo que se habla de
frecuencia de resonancia).

Aqui hemos considerado que E,, > FE,, por lo que era un proceso de absorcion
de radiacién, pero igual podriamos considerar el caso de w = —wy,,, v tendriamos el
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efecto la emisién estimulada, ya que tendriamos un sistema en un estado excitado,
que al incidir una radiacién electromagnética emitiria otra radiaciéon de la misma fre-
cuencia y caeria a un estado de menor energia (emisién estimulada). En este caso,
las ecuaciones para la probabilidad de la transicién serian:

| Eoc |2 |{m| fie|n) |? sin®[(wmn + w)t/2]
h2 (Wmn + w)?

P (t) &

El resultado final para la probabilidad de transiciéon es el mismo para esta emisién
estimulada, que para la ya obtenida de absorcién.

Aqui se muestra graficamente las probabilidades de transicion en funciéon de la
frecuencia, para los casos de emision estimulada y de absorcion:

el2w (vmatv)t_q n
2 (vmntv) ‘ . H
[

ei2m(vmn—v)t_4
2 (vmn—v)

ATV,

—2Vmn —Vmn 0 Vmn 2Vmn v

Para concluir, consideremos que el haz de radiacién no tiene por que ser mono-
cromatico, las fuentes emiten en un intervalo de frecuencias, por lo que deberemos ver
la influencia que esto tiene en la probabilidad de transicién. Lo que habria que hacer es
integrar la expresiéon que tenemos en funcién de la densidad, ecuacion [10.3] para todas
las frecuencias.

7p(Wmn) | (M| Az | 1) |*
€0h2

Pn—>m(t; w = wmn) ~

(10.4)

donde se ha escrito la ecuacién en funcién de la densidad de radiacién pg(w), se

. . . . —w)t
ha introducido la variable auxiliar & = w

el intervalo de frecuencias.

y se ha integrado finalmente en todo

Aparece p(wmn) porque el integrando précticamente se hace cero cuando w se aleja
de Wmn.

También se puede escribir en funcién de la frecuencia (p(v) = 2mp(w)).

P(Vmn) [{m| f1z|12) |2t
2€0h2

Posm(t) =

Por 1ltimo, tengamos en cuenta que todo esto lo hemos hecho considerando que el
campo eléctrico coincidia con la componente x, pero no es complicado generalizarlos
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)7

para una radiacién policromatica, no polarizada e isotrépica, (p, = py = p. =

@D

Ppm(t) = # | Eox|?|(m|fiz| ) |? 4 | Eoy|*|(m|f1y|n)|* 4 | Eoz|?|(m|faz|n)|?] t2
(10.5)
Y si
|Eo|* = | Eoa|® + | Eoy|® + | Eoz|

y suponiendo la misma intensidad para los tres ejes,

| Eo|?
Ey,|? = —
Byl = 1
| Eo|? R _
Prym(t) = 2 [|<m|/1a: + fy + Uz|n>|2} t*
124
pWrmn) (M| E|) Pt | flnn |
P,_,..(t) = = Vimn )t
- ( ) 6€0h2 6€0h2 p( )

Otro concepto es el de velocidad de transicién: Si P, _,,,(t) representa la pro-
babilidad que, tras un tiempo t, se haya producido una transiciéon del estado n al m,
entonces la concentracion de este estado excitado:

[m] = Prym(t)[n]
y su derivada respecto al tiempo,

dlm] _ dPnom(t) dn]

dt dt dt

Si definimos R,,_,,, como la velocidad a la que se producen las transiciones de

absorcién: L
Ry = L@ _ [l
dt 6€0h2
Si el sistema se encuentra en equilibrio, su valor debe ser igual a la velocidad de las
transiciones por emisién estimulada, R,y = Ry, (bueno, habria que considerar

las posibles emisiones espontaneas).

Momento dipolar de transicién

En las ecuaciones anteriores aparece la magnitud vectorial denominada momento
dipolar de transicién:

(mliiln) = (m|a|n)i + (m|aln)j + (m|an)k

El momento dipolar de transicién se representa por |fnum]|.

] = | (] ln)| = / W ,dr
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donde f1 es el operador correspondiente al momento dipolar eléctrico, cuya expresion
es igual a la expresion clasica, ya que ésta depende solo de coordenadas de posicién.

Si 1 no varfa con el movimiento nuclear, |fnm| = pol(m||n)| = po [ : W dr =
0.,donde g es el momento dipolar permanente.

Su valor determina en gran medida la intensidad de la transicién.

Su magnitud se puede considerar una medida de la redistribucién de la carga que
acompana a una transicion, ésta es activa si la distribucion de carga que le acompana
es dipolar; su orientacién se puede considerar que define la direcciéon de la polarizacién
de transicion.

10.9. Reglas de seleccion.

Para que un salto espectroscépico sea posible tiene que ocurrir que la integral del
momento de transicion sea distinta de cero. Esta exigencia conduce a las llamadas
reglas de seleccion.

Las reglas de seleccion generales contemplan criterios concernientes a las propie-
dades generales que debe presentar un sistema para realizar determinadas transiciones.

Asi, si el momento dipolar es constante, el momento de transicién se anula por la
ortogonalidad de las funciones de onda; es decir si el momento dipolar no varia ( po =
momento dipolar permanente):

|I1'nm| = Mo / lI’:n‘I’ndT =0—-> P, =0

Por tanto es indispensable que durante la interaccion de la radiacién con la molécula
varie la componente del momento dipolar en la direccién del campo eléctrico de la
radiacién, bien porque varfe su médulo (vibracién) o bien porque varie su direccién
(rotacion).

En el caso de la traslacién como el vector p se desplaza paralelamente a si mismo,
no varia y por tanto la integral del momento de transicion es nula.

Las reglas de seleccion especificas resultan del hecho de que para que se pro-
duzca una transicion |fnm| # 0, es necesario imponer restricciones a los valores de los
nimeros cuanticos n y m entre los que puede producirse la transicion.

Debemos encontrar las reglas de seleccién para cualquier tipo de espectro: de rota-
cion, vibracion, electronicos, etc.

Ejemplo:

Consideremos el caso de una particula de carga q en una caja monodimensional, la
funcién de estado del sistema y su momento dipolar vienen dados por:

2\ /2 . [nTx 2 h?
v, =|-— sin | —— m=qx E,=n"——
a a 8Ma?

Por tanto la integral del momento de transicién vale:

a mmx nmwr
| = (m|fa|n) = 22/ 2 sin(") sin (") da
a o a a



IX-Caracteristicas generales de la Espectroscopia. 187

y (ver el problema 9.2) usando la ecuacién:

sinasin 3 = %[cos(a — B) — cos(a + 3)]

| = g/oaa; {COS(M) _ cos(w)} d

Y como
/ucosudu =cosu + usinu
tendremos:
| = qa [cos(m —n)r—1 cos(m+n)w — 1}
Homl = T2 (m —n)? (m + n)?

Si n es par y m es par la integral del momento de transicion se anula. Lo mismo
ocurre cuando n y m son impares. Por tanto sélo estan permitidas las transiciones en
las que el cambio de niimero cudntico sea impar

An=2i+1 i=0,1,2..

Las reglas de seleccién dependen del tipo de espectro que se esté considerando, por
lo que las iremos viendo al estudiar cada uno de ellos.

Proom(t) #0  (m|in) #0 & G #0

Tendremos transiciones prohibidas (m|f|n) = 0, o permitidas {(m/|fi|n) # 0.

10.10. Probabilidades de transicion de Einstein.

Hemos encontrado que la probabilidad y la velocidad de transicion desde un estado
n a otro m, de mayor energia que el anterior, viene dada por las expresiones:

2 2
| | p (V) R, = | |

P,_...(t) = =
- () 6€0h2 6€0h2

p(an)

La emision y absorcion de radiacion se cuantifica mediante los coeficientes de
Einstein, que juegan el papel de constantes de velocidad.

Por tanto, la velocidad de cambio del sistema, como resultado de la absorcion de
radiacién, bajo el efecto perturbante del campo eléctrico de la misma, es usualmente
escrito en funcién de unos coeficientes (Byy,) que reciben el nombre de coeficiente de
Einstein para la absorciéon inducida de radiacion:

2
B, — |/J'mn|
6€0h2

Si el sistema se encuentra inicialmente en el estado m, el mismo tratamiento muestra
que la velocidad de transicion al estado n sera:

Rm—)n - anp(an)
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Los coeficientes By, ¥ Byn son conocidos como coeficientes de probabilidad
de transicion para emision inducida y absorcion inducida, respectivamente, y
son iguales.

B'n,m == an

También existe la Emisién espontdnea: Emisién aleatoria (incontrolable), inde-
pendiente de estimulos externos, de parte de la energia de un sistema excitado para
decaer a un estado de energia mas baja.

Esta transicion estd relacionada con el coeficiente de Einstein de probabilidad de
transicién para emisiéon espontinea (A,;,).

En un modelo semiclésico, propuesto por A. Einstein (1917) EI, basado en una
cavidad cerrada a una temperatura T, conteniendo un gas en equilibrio térmico con la
radiacién presente en el medio. Tendriamos dos estados posibles, E,, (poblacién N,,) y
E.,n (poblacién N,,), las transiciones dependerian de los coeficientes de Einstein, para
una frecuencia dada:

Absorcién: R,_ymm = dfi\;" = N,p(V)Bnm.

- ., . . Y] _ dN. _
Emisién estimulada: R, == —%2™ = Npp(V) By
Emision espontanea: R,y = —‘ﬂ;—tm = N,,An

En el equilibrio:
Rn—>m == R:n—>n + Rm—)n an(V)Bnm = Nm[p(’/)an + Amn]

lo que da lugar a
Am'n,

(ﬁ_:;)Bnm - an

p(v) =

y la densidad espectral p(v) debe ser la del cuerpo negro, y como By = B,
debe cumplirse:

An _ 8mthv,,,

B,.. c3
El nimero de sistemas que pasan al nivel inferior por unidad de tiempo, debido a la
emision estimulada se puede calcular multiplicando R,,,_,, por la poblacion del estado
superior N,,,

2
’ _ _ |l1'mn|
Wm_)n - Rm—)nNm — ?thp(ymn)Nm
Comparando esta expresion con W/ . = Ny p(V) By, se tiene
|/J*mn|2
an — ?th - Bnm
Sustituyendo ahora en la expresion ‘g:z = 8"}2';"1", llegamos a

hEinstein, 9 anos antes de la formulacién de la cuantica, encontré la relacién entre los coeficientes
8mwhv®
c3

de emisién espontinea y de emisién estimulada % = p(v) = , la densidad de energia por

unidad de volumen por unidad de frecuencia.
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3,,3
A — 167~y 9
nm — —3 I—»l'mnl
3eohc
En Eq En
v
hv /55 Bm" " m'} Nm Ay Nog
B P, N, v
nm 'hv
E” En En
hvf
Absorcion estimulada FEmilsion estimulada Emision espontanea

10.10.1. Vida media

El calculo mecano-cuantico directo de esta cantidad es un problema de gran difi-
cultad, pero se ha efectuado con la teoria cudntica de campos y se ha confirmado la
anterior expresion:

8whv3 1633 )
Amn = an |/J'mn|
cs 3€0h 3

El coeficiente A,,, estd relacionado con la vida media del estado m. Suponga-
mos que inicialmente tenemos IV, 31 moléculas en el estado excitado m y que no hay
radiacién. Si el estado n es el tnico al que pueden llegar las moléculas excitadas, la
velocidad de decaimiento de m a n es:

dNn,(t)

t dN,,(t t
= — AN () (t) =
dt

—— = —A,, | dt
t=0 Nm(t) 0

Integrando esta ecuacion se obtiene:

N,.(t) = N&e‘A’""t

Después de un tiempo 7 = AL, el nimero de moléculas que se encuentran en el
mn
. . ... N,
estado m se habré reducido 1/e de su valor inicial (¥m{™) = 1 N™ =1NO)
N, e m e m

Este tiempo 7T recibe el nombre de vida media del estado excitado m y por tanto
A, es la inversa de la vida media del estado m.

1
Amn

Tm =

10.11. Forma y anchura de las lineas espectrales.

Segun lo que hemos visto hasta ahora una linea espectral no deberia tener anchura,
ya que los niveles de energia estdn exactamente definidos. Sin embargo, cuando se
observan las lineas espectrales tienen esta forma:
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Av

mn

es decir, se caracterizan por la frecuencia en que estédn centradas (Vpmn), una forma
caracteristica (después veremos las formas Gaussiana y Lorenziana) y por la anchura
a mitad de altura (Awv, a veces aparece como AI/%). Considerando que el maximo de
la linea aparece a Uy, entonces a Vp, + AV /2y a Vpyy — Av/2, la intensidad de
la linea tiene un valor igual a la mitad de ese maximo.

La anchura de las lineas espectrales tiene diversos origenes.

10.11.1. Anchura natural.

Segun el principio de incertidumbre de Heisenberg:
2.65

AEAT > i_i AFE = hcAv, Av (em™) > ———
2 T (ps—1)
donde T es el tiempo en que "sobrevive” el estado (vida media).

Esta relacion de incertidumbre energia-tiempo, prueba que un estado con una vida
media finita no tiene una energia definida con precision, sino que su energia tiene una
dispersién o incertidumbre que aumenta cuando disminuye el tiempo de vida media del
estado.

Puesto que todos los estados, excepto el fundamental, presentan emision espontanea,
un estado excitado no tiene una energia nitidamente definida, lo cual se traduce en un
ensanchamiento de la linea, que refleja la incertidumbre de la energia.

Normalmente, por tanto, las lineas espectrales tienen una anchura medible que,
como ya hemos dicho, suele ser la anchura a mitad de altura Av.

Por la teoria cuantica de campos se obtiene que la forma tedrica de la linea espectral,
para una transicion espontanea entre los estados m y n, con vidas medias 7, v T, se
ajusta a la expresion:

Amn

)’
(V - an)2 + (T 167:2 )

I(v) =

Esta expresion es semejante a la de una curva lorentziana centrada en una fre-
cuencia Vy,, y con anchura media de banda Av:
Tm
(v — Vnm)? + (Av/2)2

gr(v) =
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vemos que ambas expresiones son idénticas sin mas que hacer:
Av = ! (r '+ 7Y =A
VvV = % T'n, Tm y Ym = mn

Si el estado n es el estado fundamental 7,, = oo y teniendo en cuenta que TnTLl =
Ann:

Amn 1 m
Av=2mn = Im

o 27T 27

gr(v)

mE————— =

Avin= tmi2n

donde se ha representado la lorentziana

Tm
Am2(V — Vnm)? + (Ym/2)?

gr(v) =

Considerando los tiempos de vida media de los estados rotacionales, vibracionales
y electrénicos, se puede inferir que las bandas electronicas son las que més se en-
sanchan por emision espontanea, mientras que las de rotacién y vibracién apenas se
ensancharan.

Esto no lleva a que, en principio, la forma de las lineas espectrales entre niveles
electronicos tendra una forma lorentziana.

10.11.2. Ensanchamiento por efecto Doppler.

Ademas del ensanchamiento debido a los tiempos de vida media de los estados
implicados en la transicion, las lineas espectrales pueden también ensancharse como
consecuencia del efecto Doppler.

Este efecto tiene un origen relativista que es el responsable de la variacion de fre-
cuencia (V) que percibe un observador (o una molécula) al desplazarse a una velocidad
(v) con respecto a la fuente que emite la REM. Es decir, cuando la molécula en estudio
tiene una velocidad v con respecto al instrumento de observacion.

Si la molécula se mueve alejdndose del instrumento con velocidad -v, la frecuencia
de la radiacién observada v’ por la molécula viene dada por v/ = v(1 —wv/c), donde v
es la frecuencia de la radiacién y c la velocidad de la lu . Por otra parte, si la molécula

: ., 1— . .
'La expresién generaal es v’/ = V%,, cuando v/e << 1 se puede aproximar por la ya visa
—v C
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se desplaza hacia el instrumento con velocidad v, la frecuencia de la radiacién observada
sera v/ = v(1 +v/c).

g(v)

Atomo que se
aleja de la fuente
V> Vmn

Atomo que se
acerca a la fuente
V= Vmn

‘hnn \Y)

Por tanto, dependiendo de la direccién del movimiento la frecuencia puede despla-
zarse hacia frecuencias mayores o menores. Para un conjunto de moléculas con distintas
velocidades relativas con respecto al instrumento de medida, se originard un ensancha-
miento de la banda.

La distribucion de velocidades de un gas es una funcion gaussiana, por lo que cuando
predominan los efectos dependientes de la velocidad, en la determinaciéon de la anchura
de la linea, la forma de ésta es gaussiana:

[a mc
ge(v) = /—eo—vmn)® tal que e"
™

- ZkBTVTznn

2

que es semejante a la lorentziana pero se anula mas rapidamente.

av)

9c(v)

(ﬂ/ﬂ)l& 7777777777777

Avyp =2(In2/c)'?

Lorentziana

Vmn Vv v

Este ensanchamiento es mayor que la anchura natural, por lo que enmascara su
perfil lorenziano y adopta una forma gaussiana.

El ensanchamiento por efecto Doppler se puede evitar utilizando haces de moléculas
perpendiculares a la fuente.

10.11.3. Ensanchamiento por presion o colisién.

La tercera contribucién a la anchura de las lineas es el ensanchamiento debido a la
presion o ensanchamiento de colision. La deduccion de la energia de estado estacionario
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de una molécula se realiza suponiendo a esta aislada. En un sistema real las moléculas
estdn interaccionando entre si, produciéndose modificaciones en los niveles de energia,
lo que determina un ensanchamiento adicional de las lineas. Por otra parte, las coli-
siones entre moléculas disminuyen el tiempo de vida media de los estados excitados,
ensanchando las bandas con una forma lorentziana.

También se puede intentar evitar el excesivo ensanchamiento, por ejemplo el de
colisiones, disminuyendo la presion, trabajando a baja presion y el Doppler utilizando
un haz molecular y haciendo observaciones en angulo recto al haz.

Por lo general, son més efectivas las colisiones cuando el espaciado entre estados
disminuye, por lo que la anchura media es pequena para las transiciones electrénicas,
y mayor para las rotacionales.

También se puede ver que las anchuras de banda de efecto Doppler son superiores
a las de colisiones para transiciones electrénicas, que son comparables para las vibra-
cionales y que la anchura Doppler es menor que la debida a las colisiones, para las
rotacionales.

Es de esperar que en las bandas electronicas predomine el perfil gaussiano y en las
rotacionales el lorentziano.

10.12. Comparacién con los datos experimentales.

10.12.1. Ley de Lambert-Beer y coeficiente de absorcion

Para completar el estudio general del proceso por el cual la energia de la radiaciéon
es absorbida, nos resta soélo comparar la expresion obtenida, con las cantidades encon-
tradas usualmente en las determinaciones experimentales de la absorcién de radiacién.

Los resultados experimentales de la absorciéon de radiaciéon para un soluto absor-
bente en una disoluciéon no absorbente se obtienen de la Ley de Lambert-Beer, que
data de los siglos XVIII y XIX.

Segun esta ley, basada en resultados empiricos, el decrecimiento producido en la
intensidad de la radiacién, al penetrar una distancia d.Z en una disolucién, es propor-
cional a la intensidad de la radiacién I(v), a la concentracién de la disolucién y a la
longitud del camino recorrido d.Z:

df
> <

U — —a(v)I(v)

£

La constante de proporcionalidad, a(v), recibe el nombre de coeficiente de ab-
sorcion, depende de la concentracion de la muestra y es funcién de la frecuencia de la
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radiacién utilizada.
La solucion de la anterior ecuacion diferencial es:

I(v) = I(v)e ¥

donde Iy es la intensidad incidente y .Z la longitud de la muestra.

Es decir la intensidad disminuye exponencialmente con la distancia y depende del
coeficiente de absorcién, para una frecuencia dada.

Recordar que estamos refiriéndonos a la absorciéon macroscopica neta, que supone
multiples procesos de absorcién y emision entre los distintos niveles energéticos, a escala
molecular.

Integrando la primera ecuacién, o tomando logaritmos en la anterior, se obtiene:

Tdi(v) z I(v)
—/IO T0v] —a(l/)/o d< In W) =av)?

Y en logaritmos decimales, que es como lo utilizan los experimentales,

Iy(v) B a(v)? _

1 _ — A
°810 7(,) T 2.303 )

que es la absorbancia (A(v)) de la muestra.
Teniendo en cuenta que el coeficiente de absorcién a es proporcional a la concen-
tracion molar C"
a(v) = 2.303¢(v)C

donde e(v) se conoce con el nombre de coeficiente de absorcién molar o coefi-
ciente de extincién(l mol™! cm™1).

Iy(v)

log, m

=e(wv)CZ = A(v)

La cantidad %, es decir, la relacién entre la intensidad transmitida (I) y la inci-
dente (Ip), para una determinada frecuencia, recibe el nombre de transmitancia, o

coeficiente de transmision, y se representa por T (v).

Generalmente se mide en tantos por cien y esta relacionada con la absorbancia por:
A(v) = —log,, T'(v)

Tanto T'(v) como A(v) son magnitudes adimensionales.
La ley de Lambert-Beer es aditiva: Si tenemos una mezcla de IN absorbentes:

A(v) = Z Ai(v) = Z e:(v)Ci.¥

Esta es una ley empirica, jse pueden relacionar con los resultados de las secciones
anteriores?
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Recordemos que la intensidad de la luz (I (v)) se define como el flujo de energia que
atraviesa una unidad de superficie en un segundo, y esta relacionada con la densidad
de energia (p) de la radiacién por I(rv) = ep(v), donde c es la velocidad de la luz.

Si consideramos transiciones electrénicas (espectro visible-UV), practicamente sélo
estara poblado el fundamental, por lo que, en una primera aproximacion, se pueden
obviar los procesos de emision.

Y la velocidad de absorcién macroscépica estara relacionada con la ya vista:

Rn—)m — np(V)Bnm = Thnom = np(V)bnm(V)

donde by, (V) es el coeficiente de Eisntein espectral que considera el ensanchamiento
espectral , junto al coeficiente de Einstein total:

bnm - g(V)Bnm

donde g(v) es una funcién de ensanchamiento, propia de la banda espectral, que estd
normalizada a la unidad.
Considerando que existen n,, moléculas de absorbente por unidad de volumen de
disolucién
N, = CNy, N, es el numero de Avogadro,

la pérdida de intensidad al pasar la radiacion a través de una longitud de la muestra
d.? serd la pérdida de energia en un cubo de de superficie unidad y altura d.Z, en la
unidad de tiempo ]

Como en ese volumen hay n,, d-Z moléculas de absorbente y la probabilidad de que
se absorba energia en la unidad de tiempo viene dada por P,,,,, el nimero de moléculas
que absorben radiacién serd Py, n, d.Z,y cada una de ellas absorbera una energia
hv, por tanto:

dr
—dI = P,,,n,hvd ¥ — — = P,,,n,hv
d<

Utilizando lo obtenido anteriormente para la probabilidad de transicion de n a m,
se puede demostrar que se obtienen los mismos resultados empiricos obtenidos con la
ley de Lambert-Beer, sin més que hacer:

B, ,.n,hv
a@w) = = g(v)

y para el coeficiente de absorciéon molar: (n, = CNa y a(v) = 2.393¢(v)C)

NAhVnm

e(v) =
®) 2.303c

B,mg(v)

Y si integramos para todas las frecuencias, (aproximando v = vy,),

Nahv,,,
/ eW)dv = "B
banda 2.303c

IN4 = 6.0221367 - 1023
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Esta ecuacién indica que obteniendo el area de la banda de absorcién puede obtenerse
el coeficiente de Einstein (B, ), para la absorcién inducida de radiacién y a partir de
él, el momento dipolar de transicion (fpm)-

Introduzcamos la fuerza del oscilador f,,,, como el cociente entre la probabilidad
de transicion real y la probabilidad de transicién para un electréon que se mueve en un
oscilador arménico tridimensional isétropo con una frecuencia igual a la de resonancia.

f 4eom hv,,,,
nm =
e2

Se utiliza habitualmente para medir la intensidad de las bandas electrénicas.
También se relaciona con el coeficiente de absorcién molar integrado:

8.606egm.cC
Jrm = —/e(u)dy
NA62

nm

y recordando la relacién del coeficiente de Einstein con el momento dipolar:

m m 271'2 2
B _9mp _ gm27lul)
Gn gn 3eoh?

donde g; es la degeneracion del nivel 2, finalmente tendremos:

2
_ 8T MelVmn gm

Jm 2
]

10.13. Técnicas experimentales.

Un espectrémetro (o espectrofotémetro) es un instrumento 6ptico que detecta las
caracteristicas de la luz absorbida, emitida o dispersada por una muestra atomica o
molecular. Todos los espectrémetros contienen aproximadamente los mismos compo-
nentes:

Z o
‘ &

Fuente Célula Registro

= Fuente — La lampara debe ser estable, direccionable, de larga vida y con distri-
bucién de energia espectral continua.

= Monocromador — Selecciona las radiaciones de la longitud de onda deseada.
Consta de un sistema optico de rendijas, lentes y prismas.

» Célula o celda — Alberga la muestra y en ella tiene lugar la interaccién materia
radiacion.
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= Detector — Responde al nimero de fotones absorbidos o transmitidos y convier-
te la senal en corriente alterna que es amplificada y registrada en un monitor,
impresora, pantalla de ordenador, etc.

Un buen espectrometro debe tener un buen poder de resolucién ya que, ademés
de los mecanismos descritos para el ensanchamiento de las lineas, estas pueden ser
también ensanchadas por el propio instrumento de medida. Definiremos el poder de
resoluciéon de un instrumento, como una medida de su capacidad para distinguir lineas
que solapan. Esta magnitud se expresa como la relacién entre la A (o, v) observada
y la menor diferencia entre dos A (o0, ) que pueden ser medidas, esto es A/AX (o,
v/Av).

Igualmente un buen espectrometro debe tener una alta sensibilidad para poder de-
tectar el espectro con bajas concentraciones de muestra. Para mejorar la sensibilidad
espectral se utilizan espectrometros que pueden acumular espectros. Un ejemplo de es-
tos dltimos son los espectrometros que trabajan con pulsos de radiacién (espectrémetros
FT, siglas de transformada de Fourier). (Ver Series y Tansformadas de Fourier)


https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8lSkfM
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Capitulo 11

Espectros de rotacion de moléculas
diatomicas.

11.1. Introduccion

La espectroscopia rotacional, o de microondas, estudia las transiciones entre estados
rotacionales de las moléculas.

Estas transiciones, para la mayorfa de las moléculas, ocurren entre 10-0.1 cm (),
3-300 GHz (v) 6 0.1-10 cm™! (&). Para las moléculas muy ligeras, las transiciones
corresponden a la zona del IR-lejano (p.e. 10-200 cm™1 )

Recordad que estamos usando la aproximacién Born-Oppenheimer, en la que sepa-
ramos las coordenadas electrénicas de las nucleares:

(T, + E¢ + V;,)¥(r, R) = E¥(r, R) = EVS(r)P"(R)

tal que
FaWi(r) = (T + V° + Vi) Wi(r) = B Wi(r)

A su vez, la funcién de onda nuclear se puede descomponer en otros tres términos,
atendiendo al movimiento del centro de masas (translacién), y a las dos componentes
del movimiento interno, el movimiento de rotacion y el de vibracion.

‘I]n (R) = ‘Iltr (Rtr) ‘Ilrot (Rrot) ‘Ij'uib (Rvib)

11.2. El rotor rigido.

La naturaleza de las energias de rotaciéon de una molécula puede ser introducida
considerando el sistema més simple, el de una molécula diatémica (el tratamiento
serfa el mismo para una molécula poliatémica lineal). Aunque las moléculas sufren
rotacién y vibracion simultaneas, es posible hacer un tratamiento independiente de
ambos movimientos, considerando que las dimensiones moleculares son independientes
de la vibracién molecular y no son modificadas por la rotacién. Un modelo que cumpla
estas dos suposiciones es conocido como "rotor rigido”.

Un rotor rigido consta de dos masas puntuales, m; y ms , situadas a una distancia
fija R y unidas por un enlace perfectamente rigido y sin peso.

199
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11.2.1. Momento de inercia.

Segun la mecanica clasica la energia de rotacion de un cuerpo rigido viene dada
por:

1,
T =—ITw
2

donde w es la velocidad angular de rotacién que se define como el valor del éngulo (en
radianes) barrido en la unidad de tiempo por el sistema en rotaciéon (w = v/r) e I
es el momento de inercia:
I = Z mirf
K2

donde 7; es la distancia de la particula ¢ al centro de gravedad del sistema.

En las moléculas I es del orden de 10739 g cm?

Para un sistema formado por dos masas puntuales, cuyas coordenadas respecto al
centro de masas son ry y r2 , tendremos

Center
of mass

Las coordenadas del centro de masas (CM) son repr = %":nr = % Yot Y
i My

: . . N
si se considera como origen, entonces » ;" m;7; = 0. En el caso de dos cuerpos

1M, = MaTs Yy R=7ri+7r
my —m
rn=—R ry = — R
mq + mo mq + mo
mim? m2?m myma(my + my) mim
. 1 2 2 1 2 2 1 2 1 1 R2 _ 1 2 R2 . R2
(ma+ma) (o + mg) (ma + ma)? + g
mq mo mq mo m-q mo m-q mo
siendo p = %, la masa reducida del sistema. Es decir, el sistema es matematica-

mente equivalente a una particula de masa g moviéndose en la superficie de una esfera
de radio R constante.

Y el movimiento conjunto del sistema (energia translacional), estard relacionado
con la masa total (M) situada en el centro de masas.

11.2.2. Energia de rotacion.

Cuando hablamos del momento angular, ya indicamos el paralelismo entre el mo-
vimiento de una particula y la rotaciéon del rotor:
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Translacién Rotacién de 2 particulas
masa m I = mlr% + mzrg = uRz momento de inercia
velocidad v w=v/R velocidad angular
momento lineal p=m-v L=1I w momento angular
Ener. Cinet. translacién | T' = ™2 = % T = % = ;‘—; Ener. Cinet. rotacién

Para un rotor rigido, donde tan sélo tenemos energia cinética (V' (R) = 0), por lo
que:

A

R R 2
H=T=—
21

y la ecuacion de Schrodinger correspondiente:

A

2

A L
HY = —V =FEV¥
21

Y, como recordais, las funciones propias de L? son los arménicos esféricos:

2J 4+ 1)(J — |M|)!

4m(J + |M])! be'(COS 0)e™?

\IIJ,M(O, E) = (—]_)m

, siendo J = 0,1, 2,... yvM< J

donde los nimeros cudnticos J y M, (antes los llamédbamos I y my), estdn asocia-
dos al modulo y la componente z del momento angular de rotacion de la molécula,
respectivamente.

Los valores posibles de la energia para este sistema, relacionados con los valores

propios de L2, seran:
2

By =g +1)
7T o1

En general, los momentos de inercia se refieren a los ejes principales , y se denomina
I, Ig, e Ic, tomando siempre I4 < Ig < I¢ En el caso de una molécula diatéomica:

I,=0Ig=1,=1.
h2

El término o7 se denomina constante rotacional y normalmente se representa por
la letra B,
h? h? h?
B =— ( igualmente A = = )
21 21 A 8 2I A

con lo que la expresién para la energia quedara en la forma: Ey = BJ(J + 1) El valor
de la constante rotacional (B) se suele expresar en cm™! 0 s™! | aunque sus dimensiones
son las de una energia. De esta forma si utilizamos las unidades del nimero de ondas:

E
Ei:BﬂJ+nummwﬂ—+B:
C

-1
en cm
8m2c ( )
Debe notarse que, para cada valor de J, hay 2J + 1 valores de M, a cada uno de
los cuales corresponde una funcién de estado del sistema, y como la energia no depende
de M, resulta que estas funciones corresponden a estados degenerados, siendo el grado
de degeneracion 2J + 1.
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11.2.3. Poblacion de los estados de rotacion.

La intensidad de la senal espectroscopica viene determinada, como ya hemos indi-
cado, por diversos factores, uno de los cuales es la poblacién de los estados.

Para estudiar la poblacion de los niveles de energia se usa la ley de distribucién de
Boltzmann:

ﬂ — g_Je—(EJ—EO)/kBT
No 9o
que en este caso viene dada por:
& — (2J + 1)6—J(J+1)th/kBT
No

donde se ha considerado que el grado de degeneracién del estado fundamental (J=0)
es uno (go = 1), y el de cualquier nivel con J > 0es g5 = 2J + 1.

Si consideramos, por ejemplo, la molécula de HCI, para la que Bhe/kgT es apro-
ximadamente 0,05, y representamos graficamente Ny /Ny frente a J, el resultado es el
que muestra la figura. En ella puede verse que los niveles rotacionales estan poblados
en gran numero, lo que indica que no podemos esperar inicamente transiciones que
partan del nivel J = 0, sino que la contribucion al espectro de transiciones que parten
de valores de J mas altos también sera grande.

5 T T T T T T

Foblacion

Si derivamos la ecuacién anterior con respecto a J e igualamos a cero, podemos
obtener el valor de J para el que la poblacion serd méaxima:

d/Nj /N, | kgT 1
MZO_}Jmaw: B —_
dJ 2hcB 2

11.2.4. Reglas de seleccion en microondas.

Hemos visto que para que una transicion espectroscopica sea posible es preciso que
el momento dipolar de transicion sea diferente de cero.

tnm] = |(m]ln)| = / T Wadr £ 0

T
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Si la molécula diatémica es homonuclear su momento dipolar es nulo y permanecera
nulo durante la rotacién; por tanto, las moléculas diatémicas homonucleares no dan
espectro de rotacion en MW.

|ttnm| = [{m|a|n)| = pol(m|n) =0

Las moléculas diatémicas heteronucleares si tienen momento dipolar y éste variara de
direccion al girar la molécula; por tanto, las moléculas diatémicas heteronucleares si
dan espectro de rotacion en MW.

Espectro de absorcion en MW.

Por otra parte, ademés de la necesidad de que el momento dipolar permanente de
la molécula sea distinto de cero, cuando se introducen las ecuaciones de los armdnicos
esféricos en la expresion del momento dipolar de transicion, se observa que la integral
se anula a menos que:

AJ = +1 AM = 0,+1

que constituyen las reglas de seleccién especificas.

En un proceso de absorcion, la regla de seleccion a aplicar es AJ = 1 ya que la
energia no depende del niimero cuantico M. Teniendo en cuenta la regla de seleccion
y la expresién obtenida para los niveles de energia, se obtiene, como expresion general,
para la frecuencia de la transicion J — J 4+ 1 es

E;=BJ(J +1)

Ej, —
hc

El espaciado (e) entre lineas consecutivas serd constante:

E
Dyyypr = L = B(J+1)(J4+2)—BJ(J+1) 741 = 2B(J+1)
g = DJ+1_)J+2 — ﬂJ_)J_l’_]_ = 2B(J—|— 2) — 2B(J + 1) =2B

En la figura se recoge el diagrama de niveles de energia, las transiciones permitidas y
el espectro correspondiente:

) 3
4

&
_—
ra W
(=] S
bu v

W
[
N
vs]

N
(=)}
T @

(]

—
r

—:) r

28 48 68 88 108

En las moléculas diatémicas, se asume que la distancia internuclear se mantiene fija
2
en su valor de equilibrio (7¢), por lo que I = pr?, por lo que B = % depende de

dicha distancia y se denomina B,. Si conocemos B, — I — r, = \/%
Las unidades habituales son: I(g em?), B(em™?'), Ej(cm™!)
Por ejemplo, en el caso de la molécula HBr, el espaciado es € = 16.92 em™! —

r, = 1.414 A.

A 4
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11.2.5. Bondad del modelo.

Cuando se observa el espectro de MW de una molécula diatémica se ve que el
espaciado no permanece constante sino que va disminuyendo conforme aumenta la
frecuencia. Cuanto menos rigida es una molécula mas de acentiia este efecto; es decir,
el modelo funciona peor en moléculas con enlace sencillo que en moléculas con enlaces
doble o triple. La suposicion de que la molécula es un rotor rigido no es siempre
valida, ya que las fuerzas centrifugas que surgen en la rotacién actiian sobre el enlace,
alargandolo y modificando, por tanto, el momento de inercia de la molécula. Esto
implica efectuar una correccién en el modelo para contemplar este aspecto.

11.3. El rotor no rigido.

Una primera correccién consiste en suponer que el enlace es eldstico y durante la
rotacion experimenta una fuerza centrifuga proporcional a la deformacion.

11.3.1. Energia de rotacion.

La expresién de la energia tras introducir la correccion debida a la deformacion
elastica del enlace es:

h? nt
E;j=—JJ+1) — ———J*J +1)?
DY (J+1) 2kp2ré (J+1)

que usualmente se escribe:
E; =BJ(J +1) — DJ?*(J +1)?

D es la denominada constante de distorsién centrifuga y su valor es del orden de 10~3 B,

4B32 s ., ;o .
(D = === ), por lo que el término de correccién a la energfa sélo es importante para
valores altos de J.

J Rotor rigido Rotor no rigido J

15N

208-400D

"
o,
*
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11.3.2. Reglas de seleccién y espectro de absorcion en MW.

Las condiciones para que haya espectro y las reglas de seleccién son las mismas a
las encontradas para el modelo rigido.

Si utilizamos la expresion obtenida para la energia considerando el modelo de rotor
no rigido, las frecuencias de las transiciones vendran dadas por:

Ejiqi—

E
- I —2B(J+1) —4D(J +1)3
C

Vjsg41 =

y el espaciado entre las lineas:
Ej = I;J_|_1_>J_|_2 — ’;J_>J+]_ =2B—D [12(J -+— 1)(J —|— 2) — 20]

es decir, en este caso el espaciado entre las lineas no es constante, sino que depende
del valor de J.

El espaciado va disminuyendo, tal como se observaba en el espectro experimental,
conforme nos desplazamos hacia frecuencias crecientes.

HCl U (cm™1)
J—J+1 Exp. RR  RnR
0-1 20.79  20.79  20.79
34 83.03 83.16 83.06
6-7 145.03 145.53 144.98
9-10 206.38 207.90 206.30
Error (em™1) 0.54 0.04

Finalmente, la intensidad de la transicion estd determinada en gran medida por el
|n)? = pl 2‘{7‘:_11, y para J > 1 se puede aproximar |pu|?> = p2, que es el momento
dipolar eléctrico del estado electrénico, por lo que las moléculas fuertemente polares

generan lineas rotacionales més intensas.

11.3.3. Bondad del modelo.

En la tabla siguiente se comparan las frecuencias experimentales y calculadas, me-
diante ambos modelos, para el espectro de microondas del HCl; como puede verse, el
espectro se reproduce mas correctamente usando el modelo del rotor no rigido, que el
modelo rigido.

Transicion  Dps (em ™1 € Ueal(RR) € Diferencia Deqi(RNR) € Diferencia

3— 4 82.99 82.72 0.27 83.06 -0.07
20.72 20.68 20.69

4— 5 103.71 103,42 0.31 103.75 -0.04
20.70 20.68 20.64

5— 6 1124.41 124.08 0.33 124.39 0.02
20.62 20.68 20.59

6— 7 145.03 144.76 0.27 144.98 0.05
20.48 20.68 20.52

7— 8 165.51 165.44 0.07 165.50 0.01
20.35 20.68 20.44

8—9 185.86 186.12 -0.26 185.94 -0.08
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11.4. El efecto Stark.

Cuando se aplica un campo eléctrico sobre una muestra, de la que se esta estudian-
do su espectro de MW, se observan desplazamientos y desdoblamientos de las lineas.
Estos efectos producidos por la accién de un campo eléctrico se conocen con el nom-
bre de efecto Stark. Hemos visto que aunque los estados rotacionales de las moléculas
lineales estan caracterizados por dos nimeros cuénticos, J y M, las energias de los
estados dependen del niimero cuantico correspondiente al momento angular total, J,
exclusivamente, por tanto cada uno de los estados definidos por J es degenerado y su
grado de degeneracién es 2J 4+ 1 ya que J > |M|.

El ntimero cuantico M define la componente del momento angular segiin una di-
reccion y, por tanto, M no interviene en la energia del sistema, ya que, en ausencia
de factores externos, no existe ninguna direccion preferente.

En presencia de un campo eléctrico los estados con diferentes valores de M ya no
tendran la misma energia; es decir, se rompe la degeneracion en M.

El efecto de la perturbacién de ese campo eléctrico modifica los valores de la energia
de la molécula considerada como rotor rigido, segun las siguientes ecuaciones:

_ poE? J(J +1) —3M?
"~ 2heBJ(J +1)(2J —1)(2J + 3)

0E M para J # 0

donde pg es el momento dipolar permanente de la molécula y Eq la intensidad del
campo eléctrico aplicado.

Como se deduce de estas ecuaciones la degeneracion en M sélo se rompe parcialmen-
te, dado que ahora la energia depende de M? y, por tanto, valores con el mismo valor
absoluto de M conducen a energias idénticas. La degeneracién es ahora gy = J + 1.

El efecto sobre el espectro es que cada linea espectral se desdobla en J + 1 lineas.

La siguiente figura muestra el desdoblamiento de los niveles por efecto del campo
eléctrico, asi como las transiciones entre ellos.

La regla de seleccion es AJ = +1y AM = 0.

‘ Sin campo

‘ ‘ ‘ \ Con campo

Las aplicaciones méas importantes del efecto Stark son la asignacién espectral (deter-
minar entre qué nimeros cuanticos se producen los trénsitos) y el cdlculo de momentos
dipolares. Se aniade un electrodo central (10® V/cm) a la microcavidad e la que el gas
absorbe radiaciéon de microondas, se aplica un campo eléctrico, y a partir del desdo-
blamiento medido se puede obtener el valor de pg.

Este es quizas el método més preciso para determinacién de momentos dipolares.

11.4.1. Dispersiéon de la radiacion.

Cuando la radiacion pasa a través de un medio transparente, una pequena fraccion
de los fotones que la componen es dispersada por las moléculas presentes en el medio. Si
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se dirige un haz de radiacion monocromatica sobre una muestra liquida o gaseosa, y se
examina espectroscopicamente la radiaciéon emitida en una direccion perpendicular, se
encuentra que esta contiene frecuencias distintas de la correspondiente a la radiacién
incidente (frecuencia excitatriz). Si la muestra no absorbe a la frecuencia excitatriz,
estas componentes extras no pueden ser debidas a fluorescencia por parte de la muestra,
y tienen que representar, por tanto, una dispersién (scattering) de los fotones, con
ganancia o pérdida de energia.

. Y ‘,:_A‘,‘

Ip-1073 a Vg
I, - 107" avyx v con v K vy

Son tres los procesos que pueden ocurrir cuando se produce la dispersion de un
foton:

1. (a) Los fotones se pueden dispersar sin cambio de frecuencia; este es el llamado
efecto Rayleigh, y representa la mayor parte de la dispersién.

2. (b) Durante el proceso de dispersién los fotones excitan a la molécula a niveles de
rotacién (o de vibracién) superiores. La pérdida de energia de los fotones ha de
ser entonces igual a la ganancia de energfa de la molécula (efecto Raman-Stokes).

3. (c¢) Durante el proceso de dispersién los fotones ganan energia a costa de las
moléculas que estan girando o vibrando, las cuales, a su vez, pierden esta energia
(efecto Raman- antiStokes).

El espectro Raman estaréd constituido por tanto, por la linea Rayleigh, que aparece
a la frecuencia vq (la de la radiacién excitatriz), lineas Stokes de frecuencia vy — v’ y
lineas anti-Stokes de frecuencia vy + v’. La intensidad de la linea Rayleigh es mucho
mayor que la de las lineas Stokes, las cuales, a su vez, son mas intensas que las lineas
anti-Stokes.

11.5. El efecto Raman.

11.5.1. Polarizabilidad

Es una magnitud tensorial que representa la capacidad de una molécula de distor-
sionar su densidad electrénica en presencia de un campo eléctrico aplicado.
op

-
a=——

OF



208 Quimica Cuantica y Espectroscopia

Al someter un atomo o molécula a la acciéon de un campo eléctrico E, se induce
en el sistema un momento dipolar eléctrico pinducido, Y& que los centros de las cargas
positivas y negativas se desplazan en direcciones opuestas. La magnitud del momento
dipolar resultante es:

R —
Hinducido — O{lEl

en donde a se conoce con el nombre de polarizabilidad. Y fir = fio + Hinducido =
o + aE.

Los sistemas materiales pueden ser isotropicamente polarizables, si se induce la
misma distorsién en cualquier direccién del campo eléctrico aplicado, como en a&tomos o
sistemas con simetria esférica; o anisotropicamente polarizables, si la dispersién depende
de la direccién de aplicacion, es el caso de moléculas lineales y diatémicas. Por eso es
tensorial &.

La magnitud del momento dipolar inducido depende de la orientacién del sistema
respecto al campo eléctrico, excepto en aquellos sistemas que poseen simetria esférica.
Asi, para una molécula diatémica, el momento dipolar inducido por un campo cuya
direccion sea la del eje internuclear, sera de distinta magnitud que la del inducido por
un campo cuya direccién sea perpendicular al citado eje internuclear. En general, la
direccion de fIinducido NO coincide con la de E. No obstante, por razones de simetria,
ambas direcciones coinciden cuando F tiene la direccién de uno de los ejes de simetria
de la molécula. En efecto, para un determinado sistema de ejes coordenados fijo en la
molécula, la ecuacién anterior se puede escribir como:

Mo Qzp Olgy Qg E,
Hy = Qyz Oy Oy E,
K= inducido Qza azy Qzz Ez

siendo los elementos oy, Qizy... constantes e independientes de las direcciones de
[inducido Y F, y son las componentes del llamado tensor de polarizabilidad a.
En el caso isotrépico:

Mz a 0 O E, E,
,U'y e 0 o O . Ey = Ey
jis 0 0 o E, E,

inducido

Su interés radica en que existiran moléculas apolares pero con polarizabilidades
anisotropicas, que no se pueden tratar con espectroscopia de mW, pero si con otras
técnicas que hagan uso d las variaciones de &. Es una alternativa para las moléculas
diatémicas homonucleares, de poliatémicas simétricas, ...)

Si las distancias internucleares cambian por efecto de la vibracion, la polarizabilidad
debera cambiar también, aunque ligeramente. Pero la polarizabilidad depende también
de la orientacion de la molécula en el campo eléctrico. Por consiguiente, la rotacién y
vibraciéon moleculares llevan asociado un cambio en el momento dipolar inducido.

La interacciéon entre el campo eléctrico de la radiacion y el momento dipolar indu-
cido por ese mismo campo, es la responsable del efecto Raman. Estas interacciones,
denominadas dipolo- dipolo inducido, proporcionan los llamados espectros Raman.
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11.5.2. La espectroscopia Raman.

En las interacciones dipolo-dipolo inducido, la probabilidad de que la transicion,
desde un estado estacionario de energia F, hasta otro estado estacionario E,, , se
produzca depende de la integral del momento dipolar inducido de transicién que viene
dado por

|ﬁnm|inducido - |<m|ﬁinducz’do|n>|
|sz|inducido = Ez|(m|age|n)| + Ey|{(m|Ggy|n)| + E.|(m|&s|n)|

y expresiones analogas para las otras dos componentes. Por tanto, para que la integral
del momento inducido de transicion sea diferente de cero, bastara con que una de las
seis integrales correspondiente sea distinta de cero:

(m|é&w|n) # 0

Si la polarizabilidad a de un sistema es constante, las integrales seran nulas a menos
que m = n por la ortogonalidad de las funciones; es decir, si a es constante sélo se
produciré dispersion Rayleigh pero no dispersiéon Raman. El efecto Raman sélo puede
ocurrir cuando la polarizabilidad cambia durante el proceso bajo consideracién (es
decir, durante la vibracién o rotacién).

11.6. El rotor rigido en Raman.

11.6.1. Reglas de seleccion en Raman.

Un hecho importante a tener en cuenta es que dado que la polarizabilidad cambia
con la rotaciéon, todas las moléculas diatéomicas, tanto homonucleares como heteronu-
cleares, dan espectro Raman de rotacion.

Por otra parte, para que se produzcan una transicion desde un estado de rotaciéon
con numeros cuanticos (J,M) hasta otro estado (J’, M’):

|ﬁJ,M—>J’,M'|inducido - <‘I]J’,M'|ﬁinducido|‘IlJ,M> # 0

Sustituyendo las funciones W por las expresiones de los arménicos esféricos se obtiene
que las reglas de seleccién son AJ = 0,4+2. AJ = 0 corresponde a la dispersion
Rayleigh, AJ = +2 a las lineas Stokes, agrupadas bajo la denominaciéon de Rama S
Stokes, y AJ = —2 a las anti Stokes, agrupadas también como Rama S anti-Stokes.

lineas Stokes dispersion Rayleigh lineas anti-Stokes

A=+2 AJ =0 AJ = -2

11.6.2. Espectro Raman de rotacion.

La energia de rotacion de una molécula diatémica, segiin el modelo rotor rigido, es

E;=BJ(J+1)
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La frecuencia a la que se dispersard el fotén serd: Dgoton, = Do £ |AD| Por tanto,
teniendo en cuenta las reglas de seleccion Raman, el desplazamiento de la frecuencia
de los fotones con respecto a la linea excitatriz sera:

Ejis— E

|AD] = ==~ J:B(J—|-2)(J+3)—BJ(J—|-1):4B(J—|—g)

y el espaciado entre lineas consecutivas:
g = |AI;|J+]_ — |AI;|J =4B

El diagrama de niveles de energia con las transiciones permitidas y el esquema del
espectro de rotacién resultante seran:

L - L

308 5 308
208 4 208
128 3 128
68 2 68
28 1 2B

o

r

L)
o
o5}

Stokes Anti-Stokes
48 | 4B | 4B 68 6B 4B | 4B 4B
2 x » > . e
S S S S S S S S

g “o v o g 2

Por consiguiente, el espectro Raman de rotacion consta de una linea excitatriz y
de una serie de lineas Raman equidistantes a ambos lados de dicha linea excitatriz. La
separacion entre lineas es igual a 4B y la separacién entre la primera linea Raman y
la excitatriz es igual a 6B.

La intensidad de las lineas espectrales viene dad igualmente por la poblacién térmica
de los estados, junto aun efecto adicional que es funcién del espin nuclear.

11.6.3. Bondad del modelo.

Si tenemos en cuenta que la cantidad de luz dispersada es muy pequena, la sensibi-
lidad de la espectroscopia Raman es muy baja si la comparamos con la espectroscopia
de MW.

Esta baja sensibilidad conduce a que, en general, se pueden dar por buenos los
resultados obtenidos usando el modelo del rotor rigido.
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Si consideramos la molécula como un rotor no rigido, las reglas de seleccién siguen
siendo las mismas que para el rotor rigido pero ahora el espaciado entre las lineas
Raman de rotacion es funcién de J y el desplazamiento de frecuencias respecto a la
linea excitatriz ahora es:

|AD| = (4B — 6D) (J+ g) — 8D <J+g)3

expresién que justifica que se produzca una ligera desviacién de la equidistancia de las
lineas. Hay que senalar aqui que en Raman tales desviaciones son dificiles de observar,
dada la magnitud de las intensidades con que se trabaja.

11.7. Obtenciéon de informacion.

11.7.1. Moléculas rigidas.

Si consideramos aceptable el modelo del rotor rigido, midiendo los espaciados de
los espectros de MW o Raman de rotacion, puede obtenerse el valor de By, a partir
de él, el momento de inercia de la molécula y la distancia internuclear:

e(MW) = 2Be(Raman de rotacién) = 4B

h
I =
872cB
Dada la escasa sensibilidad de la espectroscopia Raman, los valores obtenidos con MW

seran mas precisos, pero la ventaja que ofrece la espectroscopia Raman de rotacién es
la posibilidad de obtener informacion sobre las moléculas diatomicas homonucleares.

= lj,’l"z

11.7.2. Moléculas no rigidas.

Si consideramos la molécula como un rotor no rigido, los valores de B y D se
pueden determinar simultaneamente si se miden dos lineas del espectro y se resuelve
el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas planteado con la ecuacion:

By —

E
by == L —2B(J+1) —4D(J +1)3
C
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De forma maés correcta también pueden obtenerse representando graficamente vy /(J +
1) frente a(J + 1)
vy
(J+1)
Esta representacion nos dara una recta de pendiente -4D y de ordenada en el origen
2B.

Como antes, una vez obtenido el valor de la constante rotacional B, se puede obtener
el momento de inercia y la distancia internuclear.

En cualquier caso, siempre va a ser necesario realizar previamente la asignacion
espectral; es decir, es necesario determinar entre qué nimeros cuanticos se producen
los transitos. En el caso de la rotacion, cudl es el valor del nimero cuantico J del nivel
de partida de cada linea espectral.

La asignacion de lineas espectrales a transiciones entre niveles puede hacerse experi-
mentalmente mediante el efecto Stark, que se vera mas adelante, o bien analiticamente
de la siguiente forma.

Puesto que D < B y el espaciado es aproximadamente 2B:

=2B —4D(J +1)?

vy =2B(J+1) —4D(J + 1)

DJZE(J+1)
J="1_1
5
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